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семь законов: идемпотентности, коммутативности, 
ассоциативности, дистрибутивности, свертывания и де 
Моргана – в дизъюнктивном варианте и закон двойно-
го отрицания. Булевой алгеброй называется любое 
множество В, вместе с заданными на нем операциями 
объединения, пересечения и дополнения, которые 
удовлетворяют перечисленным выше аксиомам. 

Теорема (об изоморфности булевых алгебр). 
Любые булевы алгебры В и В' на В и В' изоморфны 
в том и только том случае, если мощности множеств 
В и В' совпадают. Для любой булевой алгебры на В 
найдется такое множество А и показатель k (конеч-
ный или бесконечный), что 

|В|=|Аk|. 
Последняя теорема свидетельствует о том, что 

множество В, на котором заданы булевы операции, 
не может быть выбрано произвольно. 

Выводы 
Актуальность идентификации логических по-

нятий на ее начальном этапе основывается на прак-
тической важности математической работы, для ко-
торой некоторые из логических понятий являются 
необходимым средством.  

На последующих этапах актуальность разрабо-
ток будет постоянно поддерживаться необходимо-
стью более глубокого обоснования результатов 
идентификации. Уровень надежности последних 
будет становиться все более высоким по мере разви-
тия теории логических понятий, однако он никогда 
не сможет достичь абсолютной достоверности. 
Можно ли на этом пути, дойти до любого конкрет-
ного логического понятия, или же некоторые из них 
окажутся недоступными и поэтому ни на каком эта-
пе не смогут быть идентифицированы? Ответа на 
этот важный вопрос мы пока не знаем. 
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Введение 
Постановка проблемы и анализ литературы. 

Коды с малой плотностью проверок на четность 

(МППЧ-коды) были предложены Р. Галлагером в 
1962 году в [1]. Несмотря на то, что характеристики 
данных кодов близки к идеальным, их не использо-
вали в течение практически 30 лет из-за высокой, на 
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тот момент, вычислительной сложности декодиро-
вания. В [2, 3] показано, что МППЧ-коды обладают 
высокой эффективностью и находятся в 0,0045 дБ от 
предела Шеннона для случая передачи двоичных 
сигналов по каналу с аддитивным белым гауссов-
ским шумом (АБГШ). Кроме высокой эффективно-
сти вблизи пропускной способности канала, МППЧ-
коды обеспечивают дополнительные преимущества 
по сравнению с турбо-кодами: простота техниче-
ской реализации с применением параллельной архи-
тектуры, более высокое значение скорости кода, 
меньшее значение спада вероятности ошибки при 
увеличении отношения сигнал/шум (эффект «error 
floor»), возможность исправления пачек ошибок и 
т.д. Недостатками МППЧ-кодов являются сравни-
тельно высокая вычислительная сложность кодиро-
вания, нерегулярность соединений элементов в де-
кодере, а также более низкая эффективность, по 
сравнению с турбо-кодами, при коротких длинах 
кодовых слов.  

МППЧ-коды находят применение в стандарте 
беспроводного доступа IEEE 802.16, стандарте пе-
редачи данных Ethernet IEEE 802.3an, стандарте 
спутникового цифрового телевидения DVB-S2 и др. 
С точки зрения внедрения в существующие и проек-
тируемые телекоммуникационные системы допол-
нительным достоинством МППЧ-кодов по сравне-
нию с турбо-кодами является отсутствие ограниче-
ний, связанных с авторскими правами [4].  

Перспективным направлением применения по-
мехоустойчивых кодов, в частности МППЧ-кодов, 
является повышение достоверности передаваемых 
данных в волоконно-оптических телекоммуникаци-
онных системах со спектральным разделением ка-
налов (ВОТС-СРК) [5].  

Целью статьи является оценка вычислитель-
ной сложности классических методов декодирова-
ния МППЧ-кодов для обоснования необходимости 
их адаптации к особенностям ВОТС-СРК. 

Основная часть 
МППЧ-кодами называются линейные блоковые 

(N, K)  коды, у которых проверочная матрица H со-
стоит из малого числа 1 по сравнению с количест-
вом 0, т.е. данная матрица является разреженной. 
Данные коды имеют следующие параметры: N  – 
длина кодового слова, K  – длина информационного 
слова, M N K   – число проверочных символов. 
Кроме того, для описания характеристик провероч-
ной матрицы H  размерности M N  этих кодов 
вводятся такие параметры как вес столбца J  и вес 
строки L , равные числу ненулевых элементов в 
столбце и строке соответственно. При этом, т.к. 
матрица H  является разреженной, выполняются 
условия J N  и L M .  

МППЧ-код будет регулярным, если J  и L  яв-
ляются константами для каждого столбца и каждой 
строки проверочной матрицы H . С другой стороны, 
если проверочная матрица H  разреженная, но J  и 
L  не являются постоянными величинами, то 
МППЧ-код называется нерегулярным. Часто регу-
лярный МППЧ-код также обозначается как (N, J, L)  
код. 

Тогда при условии, что все строки проверочной 
матрицы H  линейно независимы, для регулярных 
МППЧ-кодов выполняется равенство ML NJ  и 
скорость кода рассчитывается по формуле 

K N M JR 1 .
N N L


      (1) 

Например, проверочная матрица регулярного 
(6, 2, 3) МППЧ-кода имеет вид 

1 1 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0

H
1 0 0 0 1 1
0 0 1 1 0 1

 ,  (2) 

а скорость данного кода, согласно (1), R 1/ 3 . 
МППЧ-коды можно также представить графи-

чески с помощью двудольных графов, известных в 
теории кодирования как графы Таннера. Вершины 
данных графов разделяются на две группы, которые 
соединены между собой ребрами. Первая группа 
состоит из N  битовых вершин, а вторая – из M  
проверочных вершин. Принцип построения графа 
Таннера состоит в следующем: проверочная верши-
на i  соединяется с битовой вершиной j , если эле-
мент проверочной матрицы H  равен 1 ( ijh 1 ), в 

противном случае ребро между вершинами отсутст-
вует. Следовательно, граф Таннера регулярного 
(N, J, L)  МППЧ-кода содержит ML NJ  ребер. 
Очевидно, что граф Таннера однозначно соответст-
вует проверочной матрице H , которая фактически 
является его матрицей инцидентности.  

Например, граф Таннера (6, 2, 3) МППЧ-кода, 
имеющего порождающую матрицу (2), представлен 
на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Граф Таннера (6, 2, 3) МППЧ-кода 
 

Замкнутый путь, содержащий P ребер в графе 
Таннера, называется циклом длины P . Цикл мини-
мальной длины в графе Таннера называется обхва-
том графа W . Кратчайшим возможным циклом в 
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графе Таннера является цикл длиной P 4 . Напри-
мер, на рис. 1 показан один из циклов графа Таннера 
длиной P 6 , при этом обхват данного графа 
W 6 .  

Для декодирования МППЧ-кодов, как и для 
турбо-кодов, применяют итеративный принцип с 
последовательным уточнением каждого символа 
предполагаемого кодового слова c . С графической 
точки зрения, это эквивалентно итеративному обме-
ну сообщениями между битовыми и проверочными 
вершинами графа Таннера. Декодирование осущест-
вляется альтернативно в битовых вершинах и про-
верочных вершинах графа для нахождения наиболее 
похожего кодового слова c , удовлетворяющего ус-

ловию Tc H 0  .  
Существует два классических метода декоди-

рования МППЧ-кодов для получения жесткого и 
мягкого решений соответственно. Для жесткого де-
кодирования применяется метод инвертирования 
бита, а для мягкого – метод суммы-произведения, 
также известный как алгоритм распространения до-
верия или алгоритм Перла.  

Суть метода инвертирования бита заключается 
в итеративном вычислении всех проверок принятого 
вектора r  с определением количества невыполнен-
ных проверок mN  и инвертированием бита jr  при-

нятого вектора, который входит в наибольшее число 
невыполненных проверок mN  из m  проверочных 
уравнений, представленных строками матрицы H . 

Алгоритм, соответствующий данному методу 
декодирования МППЧ-кодов, приведен ниже. 

Шаг 1. Вычислить каждую проверку jm  при-

нятого вектора r . 
Шаг 2. Для каждого принятого бита jr  опреде-

лить число невыполненных проверок mN . 
Шаг 3. Инвертировать бит jr  с наибольшим 

числом невыполненных проверок mN . 
Шаг 4. Повторить шаги 1 – 3 до тех пор, пока 

все проверки jm  не будут выполняться или до дос-

тижения заданного количества итераций itN . В 
наихудшем случае, если некоторые проверки jm  

остаются невыполненными, – объявить ошибку де-
кодирования принятого вектора r . 

Из анализа этапов представленного алгоритма 
следует простота его технической реализации, т.к. 
требуется выполнение лишь операций «сложение по 
модулю 2» и «сравнение». При этом вычислитель-
ная сложность данного метода декодирования для 
заданных значений J  и L  растет линейно с увели-
чением длины кодового слова N . Для повышения 
эффективности жесткого декодирования МППЧ-
кодов предлагаются различные модификации дан-

ного метода, например использование «взвешенно-
го» инвертирования битов [4]. 

Вместо инвертирования битов метод суммы-
произведения обеспечивает обмен вероятностными 
значениями битов jr  принятого вектора между бито-

выми и проверочными вершинами графа Таннера для 
повышения уверенности в выполнении каждой про-
верки jm . Такой обмен вероятностями называется 

передачей сообщений или распространением дове-
рия. Когда граф Таннера не содержит циклов, данный 
метод использует точные значения вероятностей, что 
позволяет обеспечить точное декодирование приня-
того вектора r . При наличии циклов возможно толь-
ко приближенное решение задачи декодирования 
МППЧ-кодов. Алгоритм, реализующий метод деко-
дирования суммы-произведения МППЧ-кодов для 
канала с АБГШ, представлен ниже. 

Шаг 1. Инициализация.  
Для битовой вершины j , соединенной ребром 

с проверочной вершиной i , установить следующие 
значения вероятностей: 

2
j

1
j 2r

1p ,
1 e 




 0 1
j jp 1 p ,   (3) 

1 1
ij jP p ,   0 1

ij ijP 1 P ,   (4) 

где 1
jp , 0

jp  – вероятности того, что в принятом век-

тора r  на j -й позиции находится бит «1» или «0» 
соответственно; 

jr  – принятый бит, искаженный шумом в канале; 

2 0N
2

   – дисперсия канала с АБГШ; 

1
ijP , 0

ijP  – вероятности того, что jr  имеет значе-

ние «1» или «0» на основе информации, полученной 
из всех проверок m , кроме проверки im , соответ-
ственно. 

Шаг 2. Передача сообщений от проверочных 
вершин к битовым вершинам.  

Для каждой проверочной вершины i , связан-
ной ребром с битовой вершиной j , вычислить раз-
ницу между значениями вероятностей (4): 

0 1
ij ij ijP P P .    

Затем определить вспомогательную величину 

ij ij
j

Q P ,


    

где j 1,2,..., N,   j j.   
Рассчитать вероятности того, что проверка im  

выполняется, если jr  имеет значение «1» или «0»: 

0
ij ij

1Q (1 Q ),
2

     1
ij ij

1Q (1 Q ).
2

           (5) 

Шаг 3. Передача сообщений от битовых вер-
шин к проверочным вершинам.  
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Для каждой битовой вершины j , соединенной 
ребром с проверочной вершиной i , пересчитать 
вероятности (4) и с учетом условия нормировки 

0 1
ij ijP P 1  : 

0 0 0
ij j i j

i
P p Q ,


   1 1 1

ij j i j
i

P p Q ,


   

где i 1, 2,...,M,   i i.   

С учетом (5) и условия нормировки 0 1
j jP P 1   

определить апостериорные вероятности, уточняю-
щие значения вероятностей (3): 

0 0 0
j j ij

i
P p Q ,   1 1 1

j j ij
i

P p Q ,   (6) 

где i 1, 2,..., M.  
Шаг 4. Результат декодирования.  
На основе значений вероятностей, полученных 

в (6), определить значение каждого декоди-
рованного бита 

j
0,

c
1,
  


если
если

1 0
j j
1 0
j j

ln(P P ) 0,

ln(P P ) 0,




 

где 1 0
j jln(P P )  – логарифмическое отношение веро-

ятностей (мягкие решения). 

Если Tс H 0  , то выдать предполагаемое ко-
довое слово c  и/или вектор мягких решений C  на 
основе полученных значений 1 0

j jln(P P ) , в против-
ном случае перейти к Шагу 2. В наихудшем случае, 
если количество итераций itN  превышает заданное 
число, то объявить ошибку декодирования принято-
го вектора r . 

Рассмотренный выше алгоритм декодирования 
обладает следующими недостатками. Во-первых, 
существенный динамический диапазон используе-
мых числовых значений потенциально может при-
вести к неустойчивости вычислений. Во-вторых, 
значительное число умножений в данном алгоритме 
представляет проблему для технической реализа-
ции. Более высокая вычислительная сложность ме-
тода суммы-произведения компенсируется увеличе-
нием эффективности декодирования, снижением 
требований к отношению сигнал-шум и т.д. 

Выводы 
1. В ВОТС-СРК для декодирования МППЧ-

кодов целесообразно использовать метод суммы-
произведения, который обладает большей эффек-
тивностью по сравнению с методом инвертирования 
бита. 

2. Необходимо осуществить уменьшение вы-
числительной сложности метода суммы-
произведения для адаптации к высокой скорости 
передачи данных, характерной для ВОТС-СРК, на-
пример за счет перехода в частотную область как в 
[6, 7] или на основе некоторого другого подхода. 
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ОБЧИСЛЮВАЛЬНА СКЛАДНІСТЬ МЕТОДІВ ДЕКОДУВАННЯ КОДІВ  

З МАЛОЮ ЩІЛЬНІСТЮ ПЕРЕВІРОК НА ПАРНІСТЬ 
М.А. Штомпель  

Проведено оцінку обчислювальної складності методів жорсткого та м’якого декодування кодів з малою щільніс-
тю перевірок на парність для обґрунтування необхідності їх адаптації до особливостей волоконно-оптичних телеко-
мунікаційних систем зі спектральним розділенням каналів. 

Ключові слова: обчислювальна складність, декодування, коди з малою щільністю перевірок на парність, волокон-
но-оптичні телекомунікаційні системи. 

 
COMPUTATIONAL COMPLEXITY OF DECODING METHODS OF LOW-DENSITY PARITY-CHECK CODES 

N.A. Shtompel  
The estimation of computational complexity of the hard and soft decoding methods of low-density parity-check to justify the 

need for their adaptation to the characteristics of fiber-optic communication systems with wavelength-division multiplexing. 
Keywords: computational complexity, decoding, low-density parity-check codes, fiber-optic telecommunication systems. 


