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ЗАВДАННЯ 1. Диференціальне числення функції однієї 

змінної 

 
Завдання 1.1. Знайти похідну функції. 

 

Варіант 1 

1)    12sin 23  xxy ; 2) 
xe

xarccos
y

2

3

1
 ; 3)   )2(215cosln 45 xarctgxy  . 

 

Варіант 2 

1)   xxy  312 5 ; 2) 
x

xx

y
cos

4ln 2







 

 ;  

3)   ctgxxy x  sin2 45arcsinln . 

 

Варіант 3 

1)   12227 2  xxxy ; 2) 
x

x
y

ln

arcsin3

 ; 3)  1sinln4 25   xy x . 

 

Варіант 4 

1)   5 154  xxy ; 2) 
xarctg

x
y

3

2ln
 ; 3)   xtgxy 25arcsin 332  . 

 

Варіант 5 

1)   5 32 1271 xxy  ; 2) 
tgx

x
y

1ln 2 
 ; 3) xxy 2arcsincos1 34 3  . 

 

Варіант 6 

1) 732 2  xхtgxy ; 2) 
xarctg

x
y

3

sin5 3

 ; 3) xe
x

x
y 3cos2

21

21
ln 




 . 

 

Варіант 7 

1)   xхy cos134  ; 2) 
 1

22






xtg

xx
y ; 3)    xxx 2arcsincossiny 34  . 
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Варіант 8 

1) xxy cos2  ; 2) 
х

х
arctgy






1

1
; 3) tgxe

x

x
y 




sin -1

sin 1
. 

 

Варіант 9 

1) tgxxy  7 38 ; 2) 
xe

xarctg
y

14 
 ; 3)  xxy 5sin1sin ln 4  . 

 

Варіант 10 

1)   xхy ln21
4
 ; 2) 

12

2arccosln




x

х
y ; 3) xхy 3arctg1sin 42  . 

 

Варіант 11 

1) xxy arcsin573  ; 2) 
 

x

xx
y

32

2ln




 ; 3) 2

4
5

2
arcsin xarctg

x
y  . 

 

Варіант 12 

1) xexy 43  ; 2) 
7

2

3

1

x

x
y


 ; 3) xarctgxy 4arcsin 325  . 

 

Варіант 13 

1)   xxy cos314 2  ; 2) 
 

tgx

xx
y

54ln 
 ; 3)  1arcsin 253  xarctgxy . 

 

Варіант 14 

1) xarctgxy 2135  ; 2) 
tgx

x
y

3 5ln 
 ; 3) xxy 5arccossin 332  . 

 

Варіант 15 

1) xxtgy arcsin2  ; 2) 
 

x

xx
y

3

435 2
 ; 3)  2coslnln

2

1 35  xtgxy . 

 

Варіант 16 

1) xxxy cos45
3 2  ; 2) 

 
x

x
y

92sinln 3 
 ;  
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3) xx
x

arctgy 3sin5
1 52 








 . 

 

Варіант 17 

1)   xexy  3 75 ; 2) 
 1ln 2 


x

e
y

x

; 3)   xxy 2arcsin4cossin 33  . 

 

Варіант 18 

1) xxy 






  572 ; 2) 

4

2

2

1

12




















xx

xx
y ; 3) 

 

 
 xtg

x

x
y 2

arccos

5arcsin 6

3



  

 

Варіант 19 

1)   tgxxxy  5 2 43 ; 2) 
 
ctgx

x
y

52ln 
 ; 3)   2

52arcsin
723 xxxy  . 

 

Варіант 20 

1)   xxxy  4sin ; 2) 
x

x
y

sinln

cos
 ;  

3)    1ln2ln 2262

  xtgxxey x . 

 

Варіант 21 

1) tgx 4xy 6 ; 2) 
 
arctgx

x
y

cos1ln5 
 ; 3) xarctgxey x 4sin7cos  . 

 

Варіант 22 

1)   xxxy 5142 2  ; 2) 
x

x
y

7cos

sinln
 ; 3) xarctg

x

x
y x 42

2cos

sin2
  . 

 

Варіант 23 

1)   xtgxy 372  ; 2) 
 

x

xx
y

arcsin

3ln 
 ; 3) xarctge

x

x
y x 7

2cos

cos3
  . 

 

Варіант 24 

1) 35 8 xxy ; 2) 
 

xe

x
y

3

cos1ln 
 ; 3) xarctgxey x 2sin 3cos  . 
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Варіант 25 

1) xtgy x 52  ; 2) 
 

 4cos

13ln

x

x
y


 ; 3) 3cos2sin arctgxxy x  . 

 

Варіант 26 

1) xarctgxy 64cos  ; 2) 
x

x
y






5

5
; 3)  

 3

ln
1ln7




xctg

x
xxy . 

 

Варіант 27 

1)   xxy arcsin34  ; 2) 
 316

1




x
y ; 3) 23sin ln2 tgxy x  . 

 

Варіант 28 

1)  9lnsin  xxy ; 2) 

 3281

3

x

y
x



 ; 3) tgx

x

x
3

1

2
arcsiny

2



 . 

 

Варіант 29 

1)   xxy 913ln  ; 2) 
4

2

91 x

x
y



 ; 3) tgxe
x

x
y 




2

2
arccos . 

 

Варіант 30 

1) 41 xxy  ; 2) 
x

y
x

3arcsin

3cos

 ; 3)   xexy 2sin2cos1ln  . 

 
Завдання 1.2. Знайти диференціал першого та другого 

порядку. 

 

Варіант 1 
3xey   

Варіант 11 

3

5




x
y  

Варіант 21 
arctgxey   

Варіант 2 

 2arcsinxy   

Варіант 12 
24 xy   

Варіант 22 

12 


x

x
y  

Варіант 3 

  arctgxxy  21  

 

Варіант 13 

tgxy   

Варіант 23 
22 xxy   
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Варіант 4 
21 xy   

Варіант 14 
xey   

Варіант 24 
xx eey sincos   

Варіант 5 
tgxy   

Варіант 15 
2xxey   

Варіант 25 
xey arcsin  

Варіант 6 
xexy 3  

Варіант 16 

31

1

x
y


  

Варіант 26 
xey arccos  

Варіант 7 
2xey   

Варіант 17 

x
y




7

1
 

Варіант 27 








  12xxy  

Варіант 8 
ctgxy   

Варіант 18 

xxy arcsin1  

Варіант 28 

xey x ln  

Варіант 9 

2
arcsin

x
y   

Варіант 19 
xy 7log  

Варіант 29 
 95ln  xy  

Варіант 10 

 4arccos xy   

Варіант 20 

 xxy  1ln  

Варіант 30 

4

3






x

x
y  

 

Завдання 1.3. Методом логарифмічного диференціювання 

знайти похідну функції. 
 

Варіант 1 

  xxy sincos  

Варіант 11 

  xxy arccossin  

Варіант 21 

  137  xxtgy  

Варіант 2 

  12  xarctgxy  

Варіант 12 

  xxctgy sin2  

Варіант 22 

   xxy cos32sin   

Варіант 3 

  32 


x
tgxy  

Варіант 13 

  xxtgy 12   

Варіант 23 

  xarctgxy 1  

Варіант 4 

  23

arccos  xxy  

Варіант 14 

  xxtgy 42   

Варіант 24 

 arctgxxy 5cos  

Варіант 5 

  xarctgxy 1  

Варіант 15 
x

x

x
y 












5
 

 

Варіант 25 

  x
y

1
3x cos  
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Варіант 6 

  x
tgxy   

Варіант 16 

  xxy sin5cos  

Варіант 26 

  xy 5lnsin x  

Варіант 7 

 
x

xy 5sin  

Варіант 17 

  xxy arcsin3cos  

Варіант 27 

 arctgx
xy 34   

Варіант 8 

  xxy lncos  

Варіант 18 

   xxy 532sin   

Варіант 28 

  x
xy

cos2 45   

Варіант 9 

 xxy 7ln  

Варіант 19 

  
3

72 xxtgy   

Варіант 29 

  23


x
tgxy  

Варіант 10 

  x
xy sin  

Варіант 20 

  xxy ln7cos  

Варіант 30 

  xxtgy sin13   

 

Завдання 1.4. Знайти похідну неявної функції. 

 

Варіант 1 

0cose-sin xye yх  

Варіант 11 
arctgyxy  5  

Варіант 21 
0cos7  yyx  

Варіант 2 

y

x
arctgxy   

Варіант 12 
  0 ycossin ху  

Варіант 22 
yxyx  555  

Варіант 3 

5ln   xyex  

Варіант 13 
yxy sin  

Варіант 23 
3ln  xyxy  

Варіант 4 

yyx sin33   

Варіант 14 

3ln 
x

y
yx  

Варіант 24 

xyee yx  32  

Варіант 5 
arctgyyx   

Варіант 15 
  0coscos  yxyx  

Варіант 25 
0cos7  yyx  

Варіант 6 

ух

ух
x




  

Варіант 16 

5 yxyx  

Варіант 26 

0 arctgxeyx y  

Варіант 7 

012  хуух еe  

Варіант 17 

12 32  yxyx  

Варіант 27 
  0sincos  xyx  

Варіант 8 
0sinsin  xyy  

Варіант 18 

013 32  yxyx  

Варіант 28 
   yxyx  cossin  

Варіант 9 

yxyx 244   

Варіант 19 

01033  xyy  

Варіант 29 
yxarctgy   
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Варіант 10 

yyx cos33   

Варіант 20 
 yxy  cos  

Варіант 30 
yexy 23  

 

Завдання 1.5. Знайти похідну функції, заданої параметрично. 
 

Варіант 1 









sin3t.ln 

,3cos

у

tx
 

Варіант 11 

.

1

1
,ln













t
y

tx
 

Варіант 21 














.

,
3

2

t

t

ey

ex
 

Варіант 2 









.sin3

,cos3

ty

tx
 

Варіант 12 












.
2

,
2t

y

arctgtx

 

Варіант 22 









 

.5

,
3

5

ty

ex t

 

Варіант 3 

.
2cos

,sin









ty

ttx
 

Варіант 13 









.sin

,2cos
2 ty

tx
 

Варіант 23 









.

,arccos

2tty

tx
 

Варіант 4 











.sin

,3cos

2 ty

ttx
 

Варіант 14 











.ln

,5 24

ty

ttx
 

Варіант 24 









.sin

,cos

ty

ttx
 

Варіант 5 









.12

,ln

ty

tx
 

Варіант 15 











.sin

,cos
2

2

ty

tx
 

Варіант 25 












.

,

3

2

t

t

ey

ex
 

Варіант 6 











.ln

,
2

3

ty

tx
 

Варіант 16 
 

 







.cos12

,sin2

ty

ttx
 

Варіант 26 











.3sin

,cos2

ty

tx
 

Варіант 7 









.sin

,cos

tty

ttx
 

Варіант 17 

 







.41ln

,

ty

arctgtx
 

Варіант 27 
 

 







.3cos1

,2cos1

tty

ttx
 

Варіант 8 









.1

,arcsin

2ty

tx
 

Варіант 18 











.

,5ln

3ty

ttx
 

Варіант 28 











.2

,2

3 tty

tx
 

Варіант 9 

 











.

,1ln

2

2

ty

tx
 

Варіант 19 











.sin

,cos 2

ty

ttx
 

Варіант 29 









.cos

,sin

ty

ttx
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Варіант 10 










 

.

,2

t

t

ey

ex
 

Варіант 20 









.2

,ln
3 tty

tx
 

Варіант 30 











.2sin

,cos2

ty

tx
 

 

Завдання 1.6. Знайти границю функції, використовуючи 

правило Лопіталя. 

 

Варіант 1 

1) 
xx

xx

x sin -

- tg
lim

0
; 

2) .lim sin

00

x

x
x


 

Варіант 11 

1) x

x
ex 



2lim ; 

2)  tgx

x
xsinlim

00
 

Варіант 21 

1) 
x

x

x sin ln 

ln 
lim

0
; 

2) 1

9

1x

2
lim 



xx  

Варіант 2 

1) 
3

e
lim

x

x

x 
; 

2) x

x
x ln4

3

00
lim 


 

Варіант 12 

1) 
x

ee xx

x sin
lim

0






; 

2)  tgx

x
xarcsinlim

00
 

Варіант 22 

1) 
1

2
lim

3 



 xx e

arctgx
; 

2) 
2

1

0
lim

x

x x

tgx










 

Варіант 3 

1) 
x

xx

x 30 sin

arcsin
lim




; 

2) x

x
x 



1

1

1
lim  

Варіант 13 

1) 
x

xx

x

73
lim

0




; 

2)   xx

x
xe

1

0
lim 


 

Варіант 23 

1) 
2

)1sin(lim
1

x
tgx

x





; 

2)   xtg

x

tgx
2

4

lim


 

Варіант 4 

1) 
4

4sinsin
lim

4 



 x

x

x
; 

2) 
2

1 4
lim

x
tg

x

x
tg














 

Варіант 14 

1) 
 

arctgx

x

x





1ln
lim

0
; 

2)  x
x

tgxclim
00

 

Варіант 24 

1) 
x

x

x

ln
lim


; 

2) 
x

x x











7
coslim  

Варіант 5 

1) 
 x

xex

x 



 1ln

1sin
lim

0
; 

2)   x

x
ctgx ln1

00
lim


 

Варіант 15 

1) 
 x

e xx

x 

 

 1ln

e
lim

0
; 

2) 

21

0

sin
lim

x

x x

x










 

Варіант 25 

1) 
 

 303 ln

3ln
lim

ee

x

xx 




; 

2) 
x

x arctgx

ln2

1

00

1
lim 










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Варіант 6 

1) 
xx

xx

x ee

ee




 


lim ; 

2)  tgx

x

xsinlim

2




 

Варіант 16 

1) 
3

ln
lim

x

x

x 
; 

2)  
23

0
2coslim x

x
x


 

Варіант 26 

1) 
ctgx

x

x

ln
lim

0
; 

2)  
xtg

tgx

x

2

4

lim




 

Варіант 7 

1) 
x

x

x sinln

3sinln
lim

00
; 

2) 
x

x x

sin

00

1
lim 










 

 

Варіант 17 

1) 
x

xe x

x 5sin

13
lim

2

3

0




; 

2)  
24

0
5coslim x

x
x


 

Варіант 27 

1) 
xtg

tgx

x 3
lim

2


; 

2) x

x x

x cos1

1

0

sin
lim












 

Варіант 8 

1) 
xtg

xtg

x 2ln

7ln
lim

00
; 

2) x

x
x1lim


 

Варіант 18 

1) 
x

x

x sinln21

ln
lim

00 
; 

2)   x

x
x 1lnlim


 

Варіант 28 

1) 
3

ln
lim

x

x

x 
; 

2)   xx

x
xe

12

0
lim 


 

Варіант 9 

1) 
30

sin
lim

x

xx

x




; 

2) 
 

x

x
x

1sin
lim


 

Варіант 19 

1) 
x

e x

x 7sin

1
lim

2

0




; 

2)   2
1

2lim
x

tg

x
x





 

Варіант 29 

1) 
x

x

x sin

1
lim

1




; 

2)   x

x

x cos

0
2

2lim 






 

Варіант 10 

1) 
30 4

lim
x

arctgxx

x




; 

2)  1ln

1

00
lim 



xe

x
x  

Варіант 20 

1) 
x

x

x 4cos1

5cos1
lim

0 




; 

2) 1

7

1
lim 



x

x
x  

Варіант 30 

1) 
30

sincos
lim

x

xxx

x




; 

2)   xx

x
x

1
2lim 


 

 

 

ЗАВДАННЯ 2. Застосування диференціального числення 

до дослідження функцій 

 

Завдання 2.1. Для функції 01
2

2
3

3 axaxaxay   знайти: 

1) точки екстремуму та інтервали монотонності; 
2) точки перегину, інтервали опуклості і увігнутості; 

3) найбільше і найменше значення функції на проміжку  ba; . 
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Варіант a3 a2 a1 a0 a b 

1 -2 3 12 1 0 3 

2 1 -3 -24 -2 -1 1 

3 1 -3 3 3 2 5 

4 2 7 4 4 -3 -1 

5 1 4 5 -5 0 3 

6 1 1,5 0 6 -2 1 

7 3 6 3 -7 -0,5 2 

8 3 0 -36 8 1 4 

9 1 -1 -1 -9 0 3 

10 1 -3 3 10 -1 2 

11 2 5 4 -11 -2 0 

12 2 -1 -8 12 -3 1 

13 1 6 0 -13 -2 2 

14 5 15 15 14 -2 1 

15 4 5 -2 -15 -3 0 

16 -2 -3 12 16 -1 3 

17 -1 3 9 -17 1 4 

18 4 -10 3 18 1 2 

19 1 -6 -15 -19 2 6 

20 2 -7 8 20 -1 2 

21 5 10 0 -21 -1 1 

22 1 12 48 22 -5 -2 

23 -2 9 -12 -23 0 3 

24 3 -1 -11 24 -2 0 

25 4 -9 6 -25 0 2 

26 -4 3 0 26 -1 1 

27 -1 4 3 -27 -2 1 

28 4/3 5 6 28 -1 3 

29 -2/3 4 10 -29 -3 1 

30 2 -9 12 30 0 1,5 

 
Завдання 2.2. Дослідити функцію і побудувати ескіз її 

графіка. 
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Варіант  xfy    Варіант  xfy   

1 
12

)5( 2






x

x
y  

 
2 

3

4

3














x

x
y  

3 
2

3 4

x

xx
y


  

 
4 

4

2

2 


x

x
y  

5 
2

1

12














x

x
y  

 
6 2)5(

3






x

x
y  

7 2)3(

12






x

x
y  

 
8 

2

3 8

x

x
y


  

9 
4

9

2

2






x

x
y  

 
10 

2

3

12














x

x
y  

11 
3

2

)3(

)2(






x

x
y  

 
12 

4

52

2 




x

x
y  

13 
2

2 16

x

x
y


  
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2

3

2














x

x
y  

15 2)3(

1






x

x
y  
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2

2

2

5

x

x
y


  

17 2

3

)2(

)1(






x

x
y  

 
18 2)4(

23






x

x
y  

19 2

3

)1(2 


x

x
y  

 
20 

2

3

4














x

x
y  

21 
x

x
y

2

92 
  

 
22 

9

1
2 




x

x
y  

23 2)2(

45






x

x
y  

 
24 

2

3

)1(

8






x

x
y  

25 
2

3

)2(

)1(






x

x
y  

 
26 

2

2

)3(

3




x

x
y  

27 
12

2




x

x
y  

 
28 

2

3

5

1

x

x
y


  

29 
2

1

2














x

x
y  

 
30 225

62

x

x
y




  
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ЗАВДАННЯ 3. Теорія функцій кількох змінних 

 

Завдання 3.1. Задано функцію  yxfz ; , точку  000 ; yxM  і 

вектор a

. Знайти: 

1) частинні похідні першого та другого порядку; 

2) повний диференціал першого та другого порядку; 

3) zgrad  в точці  000 ; yxM ; 

4) похідну за напрямом вектора a

 в точці  000 ; yxM ; 

5) вектор нормалі до поверхні  yxfz ;   в точці  000 ; yxM . 

 

Варіант  yxfz ;   000 ; yxM  ) ;( yx aaa


 

1   43145 322  xyyxz  (1; 1) (-3; 4) 

2   7322 4223  yxxyxz  (1; -1) (3; 4) 

3   58124 23  yyxyxyz  (2; 1) (1; -2) 

4 45452 325  yxxyxyz  (-1; 1) (-8; -6) 

5   553 2234  yxxxyz  (-4; 0) (-3; 7 ) 

6 67253 324  xyxyxz  (-2; 3) (4; -3) 

7   75247 322  xyyyz  (-1; 2) (-12; 5) 

8   8631212 23  yxyyxyz  (-2; 1) (- 7 ; 3) 

9   97334 4232  yxxyxz  (-1; 2) ( 5 ;-2) 

10 105432 325  yxyxyxz  (1; -1) (-6; 8) 

11   112157 322  xyyxz  (0; 1) (-1; 7) 

12   126153 3232  yxxyxz  (1; 0) (-2; 6) 

13   587529 23  yyxyxyz  (-1; 0) (12; -5) 

14   14413 4232  xyxyxz  (1; -1) (-12; -5) 

15   156283 234  xyyxz  (1; -2) (-4; -3) 

16   167147 332  xyyxz  (4; 2) (-3; - 7 ) 

17   174253 332  yxyxz  (-3; 2) (1; -3) 

18   181218 43  xyxyxyz  (-3; 1) (- 2 ; 2 ) 

19 192353 425  yxyxyxz  (0; -1) (6; 8) 

20   205332 4223  yxxyxz  (3; 1) ( 7 ; -3) 
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21   144138 222  xyxyz  (0; -1) (2; -1) 

22   2287113 23  xyxxxyz  (1; 3) (4; -3) 

23   23335 23234  yxyyxz  (1; 1) (-3; 4) 

24   2433510 422  xyxyz  (4; 1) (-1; -2) 

25   256123 322  yyxxxyz  (2; 3) (1; 3) 

26 265254 335  yxyxyz  (3; 2) (5; 11 ) 

27   273568 223  xyxyz  (-5; 3) ( 2 ; - 2 ) 

28   286287 234  xyxyz  (-2; 1) (- 7 ; 3) 

29   295713 23234  yxxyxz  (1; 3) (-3; 4) 

30   307210 423  xyxyxyz  (-2; 2) (-1; -3) 

 

Завдання 3.2. Для заданої функції  yxfz ;  знайти: 

1) градієнт і похідну за напрямом вектора a

 в точці 

 000 y;xM ; 

2) рівняння нормалі до поверхні  yxfz ;  в точці 

 000 ; yxM ; 

3) рівняння дотичної площини до поверхні  yxfz ;  в точці 

 000 ; yxM . 

 

Варіант  yxfz ;   000 y;xM  jaiaa yx


  

1  yx eelnz   (0; 0) i


+2 j


 

2 
2

arcsin
2xy

z   (1; -1) -3 i


-4 j


 

3 xyx
z

22

3


  (1; 1) 12 i


+5 j


 

4  yxsinxz  2  (1; -1) 4 i


-3 j


 

5  22 43ln yxz   (3; 1) 2 i


- j


 

6 
2yx

e
z

y


  (2; 1) 8 i


-6 j


 

7  22 3yxlnz   (4; 2) 5 i


-12 j


 

8  2

3
22 yxz   (3; 4) -3 i


+4 j


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9  yxsinz 32   4;1 /  2 i


+ j


 

10 2210 yxz   (1; 1) -3 i


+4 j


 

11  yxarcctgz 2  (1; -1) 2 i


- j


 

12 
x

y
arctgz

2

  (1; 1) -4 i


+3 j


 

13  32 xycosz    14;/  i


-2 j


 

14 43 3yyxz   (2; 1) -3 i


-4 j


 

15  22 yxarctgz   (3; 4) -12 i


-5 j


 

16 234 yxyz   (2; 1) 3 i


+4 j


 

17  22 53 yxlnz   (1; 1) 3 i


+2 j


 

18  23 yxarctgz   (2; 3) -4 i


-3 j


 

19 229 yxz   (2; -2) 5 i


+12 j


 

20  yxyez x cossin    2;1 /  - i


+7 j


 

21   yln
xz 43   (1; e) 6 i


-8 j


 

22 
x

y
arccosz

2

  (2; 1) -5 i


+12 j


 

23  yxlnz 32   (2; 0) - i


-3 j


 

24 32 716 xyxz   (1; -1) 3 i


+7 j


 

25  3ycosxsinz    02;/  -6 i


-8 j


 

26 253 yxyz   (2; 5) 4 i


-8 j


 

27 









y

x
ylnz  (1; 2) 9 i


-10 j


 

28 22 628 yxz   (3; 1) 2 i


-6 j


 

29 














y

x
inarcz

2
s

2

 (-1; 1) 5 i


+6 j


 

30 







 1

y

x
coslnz   2;  7 i


- j

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Завдання 3.3. Знайти екстремум заданої функції. 

 

Варіант а)  yxfz ;  б)  yxfz ;  

1 yxyxz 1262 22   71866 33  xyyxz  

2 xyxyxz 21032 22   836 32  yxxyz  

3 36933 22  xyxyyxz   1444 23  yxyxyz  

4 422  yxxyz  61264 33  xyyxz  

5 9612232 22  xyyxxyz  10126 23  xyyxz  

6 6222  yxxyyxz  1412153 23  yxxyxz  

7 yxyyxz 1224 22   32 326 yxyxxz   

8   884540 22  yxyxz  836393 23  yxxyxz  

9 xyyyxz 369 22   5424513 23  yxxyxz  

10 106933 22  xyxyyxz  1128 33  xyyxz  

11   7312 22  yxyxz  2321224 yxyxz   

12 124288 22  yxyxz  51818932 223  yxyyxxz  

13 138432 2  yxyyxz  41212632 223  xxyxyyz  

14 751533 22  yxxyyxz  
yxy

x
z 44

3

2
3

  

15   22 5315 yxyxz   453236 23  yxxyz  

16 xyxyxz 2166 22   168 33  xyyxz  

17 yxyyxz 622   151827 33  xyyxz  

18   2218 yxyxz   10624182 23  xyxyxz  

19 xyyxxz  22619  112733  xyyxz  

20 
yxyyxz  2

2

3 22  54
4

1
2 23  xyxyxz  

21 22 422 yxxyz   55603662 23  yxyxyz  

22 yxxyyxz 221122   262464 33  xyyxz  

23   23714 22  yxyxz  9612 23  yxxyz  

24 2352 22  yxxyz   1068 33  xyyxz  

25 xyyxyz 552 22   101839623  yxxyyxz  

26 2649818 22  yxyxz  5622 33  xyyxz  
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27 xxyyxz 12836 22   121833  xyxyz  

28   228 yxyxz   918663 32  yxxyyxz  

29 2975510 22  xxyyxz  251644 33  xyyxz  

30 xyxxyz 63 2   73218 23  yxxyz  

 

Завдання 3.4. Знайти найбільше і найменше значення 

функції );( yxzz   в замкненій області D , яка обмежена заданими 

лініями.  
 

Варіант )y;x(zz   Область D  

1 2 2 10z x xy    0y  , 2 4y x    

2 2 22 2 2z x xy y x y      0y  , 2y x  , 2x    

3 3 2 22z x xy y    0y  , 6y  , 0x  , 1x   

4 2 23 3 1z x y x y      0y  , 1x y  , 5x   

5 2 23 2 3 2 2z x x y y      0y  , 1x y  , 0x   

6 2 22 4 1z x xy y x      0y  , 1x y   , 3x    

7 2z xy x y    0y  , 4y  , 0x  , 3x   

8 3 2z xy x y    0y  , 4y  , 0x  , 4x   

9 2 22 2 0,5 4z x xy y x     2y x , 2y  , 0x   

10 2 29 6 9 4 4z x xy y x y       0y  , 2y  , 0x  , 1x   

11 2 22 2,5 2z x xy y x     0y  , 2y  , 0x  , 3x   

12 3z x y xy    y x , 4y  , 0x   

13 2z xy x y    y x , 0y  , 3x   

14 2 22 4z x xy y x     0y  , 1 0x y   , 3x   

15 2 22 4 6 1z x y xy x      0y  , 3x y  , 0x   

16 2 24 2z x y    0y  , 21y x   

17 2 25 3z x xy y    0y  , 1y  , 0x  , 1x   

18 2 2 8 4z x xy y x     0y  , 2y  , 0x  , 1x   

19 2 22 2 8z x x y y      0y  , 1x y  , 0x   

20 2 23 6z x y x xy y      0y  , 1y  , 0x  , 1x   

21 2 22 4z x xy y x     0y  , 1y x  , 3x   

22 2 3 2 22z x y x y x y    0y  , 6x y  , 0x   

23 2 25 3 4z x xy y     1y   , 1y  , 1x   , 1x   
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24 3 3 3z x y xy    1y   , 2y  , 0x  , 2x   

25 2 22 3 1z x y    0y  , 24y x   

26 2 22 4z x xy y x     0y  , 2 0x y   , 0x   

27   2 24z x y x y     2 4x y  , 2 4x y  , 0x   

28 2 2z x xy    0y  , 24 4y x   

29  2 4z x y x y    0y  , 6y x  , 0x   

30 20,5z x xy   8y  , 22xy   

 

 

МЕТОДИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ ТА ПРИКЛАД 

РОЗВ’ЯЗАННЯ ТИПОВОГО ВАРІАНТА 

 

Диференціальне числення функції однієї змінної 

 

Для знаходження похідної функції необхідно 

використовувати таблицю похідних основних елементарних 

функцій (таблиця 1) і правила диференціювання. 

 

Таблиця 1 – Похідні основних елементарних функцій 

1)(  nn xnx  ,
1

)(ln
x

x   xx cos)(sin   
21

1
)(arcsin

x

x



  

xx ee )(  
ax

xa
ln

1
)(log   xx sin)(cos   

21

1
)(arccos

x

x



  

aaa xx ln)(    
x

x
2cos

1
)(tg   

21

1
)(arctg

x
x


  

  
x

x
2sin

1
)(ctg 

 
21

1
)(arcctg

x
x




 
 

Основні правила диференціювання: 

 

1) якщо constC  , то 0C ; 

2)     xfCxfC  , де constC  ; 

3)         xfxfxfxf 2121   ; 

4)   )()()()()()( 212121 xfxfxfxfxfxf  ; 
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5) 
 
 

       

  22

2121

2

1

xf

xfxfxfxf

xf

xf 












. 

6) якщо )(xfy   і )(1 yfx  , то  
)(

1
)(1

xf
yf




  (похідна 

оберненої функції); 

7) якщо 








)(

)(

tyy

txx
, то 

t

t
x

x

y
y




 ,   0 tx  (похідна функції, 

заданої параметрично); 

8) якщо задана складена функція   xgfy  , то xgx gfy   

(похідна складеної функції); 

9) якщо змінні x  та y  пов’язані функціональним 

співвідношенням 0),( yxF , тобто у вигляді рівняння не 

розв’язаного відносно залежної змінної y , тоді знаходять похідні 

лівої і правої частини рівності 0),( yxF , враховуючи, що y  

залежить від x . Потім отримане рівняння розв’язують відносно 

xy  (похідна неявної функції); 

10) для степенево-показникової функції     xgxfy   

використовують метод логарифмічного диференціювання. Для 

цього спочатку необхідно прологарифмувати обидві частини 

рівності     xgxfy  : 

 

  )()(lnln xgxfy   або    xfxgy lnln  . 

 

Потім знайти похідну y  неявної функції    xfxgy lnln  , 

тобто  

)(
)(

1
)()(ln)(

1
xf

xf
xgxfxgy

y
  

 

і виразити y : 

 

 








 )(
)(

1
)()(ln)()( )( xf

xf
xgxfxgxfy xg . 
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Завдання 1.1. Знайти похідну функції. 

1)    12 24  xxtgy ; 2) 
xex

x
y

2

3arcsin


 ; 3)   )5(215sinln 34 xarctgxy  . 

Розв’язання 

1)    12 24  xxtgy . 

Оскільки    
x

xtgtgxxtgxtg
2

334

cos

1
44 


, а   xx 412 2 


 , то за 

формулою похідної добутку двох функцій отримаємо 
 

           xxtgx
x

xtgxxtgxxtgy 412
cos

1
41212 42

2

32424 





 ; 

 

2) 
xex

x
y

2

3arcsin


 .  

 
 

  2

6

3

23

3 3

1

1

1

1
arcsin x

x

x

x

x 













,     22 222 
 xxx exee , 

 
x

xx
2

12

1
























. 

Використовуючи формулу похідної частки двох функцій, 
маємо 

 

     










x

xx

ex

exxexx
y

2

2323 arcsinarcsin
 

 

 22

2322

6
2

2

1
arcsin3

1

1

x

xx

ex

e
x

xexx

x














 ; 

 

3)   )5(215sinln 34 xarctgxy  . 

 

       

 
 

    
 
 

,
15sin

15cos5
15sinln415sin

15sin

1
15sinln4

15sinln15sinln415sinln

33

34














x

x
xx

x
x

xxx
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   

 
 

   
 

.

51

5ln5
)5()5(65

51

1
)5()5(6

)5()5(6)5(2

2

2

2

2

23

x

x
xxx

x

xx

xxx

arctgarctgarctgarctg

arctgarctgarctg




















 
Тоді 

 

 
 
  x

x
xarctg

x

x
xy

2

23

51

5ln5
)5(6

15sin

15cos
15sinln20









 . 

 

Відповідь: 1)   xxtgx
x

xtgy 412
cos

1
4 42

2

3  ; 

2) 

 

 22

2322

6
2

2

1
arcsin3

1

1

x

xx

ex

e
x

xexx

x
y














 ; 

3)  
 
  x

x
xarctg

x

x
xy

2

23

51

5ln5
)5(6

15sin

15cos
15sinln20









 . 

 
Завдання 1.2. Знайти диференціал функції та похідну 

другого порядку.  
xxey  . 

Розв’язання 

Якщо функція )(xfy   має похідну )( 0xf   в точці 0x , то 

вираз xxf  )( 0  називається диференціалом функції в цій точці і 

позначається символом )( 0xdy , тобто xxfxdy  )()( 00 . 

Диференціал незалежної змінної ототожнюється з її приростом 

xdx  . Таким чином, для будь-якої диференційованої функції 

)(xfy   використовують формулу для знаходження диференціала  

 

dxxfdy  )( . 

 

Якщо похідну )(xf   повторно диференціювати, то одержимо 

похідну другого порядку функції )(xfy  , і вона позначається 

2

2

,),(
dx

yd
yxf  . 
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Таким чином, знаходимо диференціал функції xxey    

 

      dxexdxxeedxxedy xxxx 


 1  

 
і похідну другого порядку 

 

    xxxxx exxeexeey 


 22 . 

 

Відповідь:   dxexdy x 1 ,   xexy  2 . 

 

Завдання 1.3. Методом логарифмічного диференціювання 

знайти похідну функції   13  xtgxy . 

Розв’язання 

Прологарифмуємо обидві частини рівності   13  xtgxy :  

 

  13

lnln  xtgxy ,    tgxxy ln1ln 3  . 

 

Знаходимо похідну y  неявної функції: 

 

       tgxxy ln1ln 3 , 

        


 tgxxtgxxy
y

ln1ln1
1 33 , 

   
xtgx

xtgxxy
y 2

32

cos

11
1ln3

1
 , 

   
xx

xtgxxy
y cossin

1
1ln3

1 32


 , 

   
x

xtgxxy
y 2sin

2
1ln3

1 32  , 

     








 

x
xtgxxtgxy x

2sin

2
1ln3 3213

. 

 

Відповідь:       132 3

2sin

2
1ln3 









 xtgx
x

xtgxxy . 
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Завдання 1.4. Знайти похідну неявної функції   1sin  yexy . 

Розв’язання 

Продиференціюємо обидві частини рівності   1sin  yexy :  

 

    


 1sin yexy , 

    0cos  yexyxy y , 

    0cos  yeyxyxy y , 

    xyyexyxy y coscos  , 

 

  yexyx

xyy
y




cos

cos
. 

Відповідь: 
 

  yexyx

xyy
y




cos

cos
. 

 

Завдання 1.5. Знайти похідну функції, заданої 

параметрично 












.
2

,
2t

y

arcctgtx

 

Розв’язання 

За формулою 
t

t
x

x

y
y




 ,   0 tx  отримаємо 

 

  .1

1

1
,

,
1

1
32

2

2 tttt

t

t
y

ty
t

x
x

t

t 
















 

 

Відповідь: .3ttyx   

 

Завдання 1.6. Знайти границю функції, використовуючи 

правило Лопіталя: 

1) ;
ln1

lim
2

1 ee

xx

xx 




 2) ;

ln
lim

0 ctgx

x
x

 3) ;lim 3 x

x
ex 


 4) ;

1

sin

1
lim

220










 xxx
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5)   .2coslim
2

3

0

x
x

x
 

 

Для розкриття невизначеностей типу 








0

0
 та 












 

використовують правило Лопіталя, яке полягає в такому. 

Якщо функції )(xf  та )(xg : 

1) неперервні, диференційовані та   0' xg в деякому околі 

точки ax  ; 
2) наближаються до нуля (або  ) при ax ; 

3) існує границя 
)('

)('
lim

xg

xf

ax
 (скінченна або нескінченна), то 

існує і 
)(

)(
lim

xg

xf

ax
, причому .

)('

)('
lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

axax 
  

Правило Лопіталя справедливе і при .a  Правило 
Лопіталя може застосовуватись повторно. На кожному етапі 

застосування слід користуватись тотожними перетвореннями, а 

також комбінувати це правило з будь-якими іншими способами 
обчислення границь.  

Розкриття невизначеностей типу  0  та    

У цих випадках слід за допомогою алгебраїчних 

перетворень звести цю невизначеність до невизначеностей типу 










0

0
 або 












, а далі використовувати правило Лопіталя: 

а) нехай  )(,0)( xgxf  при .ax  Перетворимо 

)()( xgxf   таким чином:

g

f
gf

1
  або .

1

f

g
gf  Тоді маємо 

невизначеність типу 








0

0
 або 












 при ax  ; 
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б) нехай  )(,)( xgxf  при .ax  Перетворимо вираз 

)()( xgxf   таким чином: .
11

11

1

1

1

1

gf

fg

gf

gf





  Маємо 

невизначеність типу 








0

0
 при .ax  

Розкриття невизначеностей типу      .0,,1 00  

У всіх трьох випадках розглядаємо границі виразу   )()( xgxf  

при ax , причому: 

якщо ,,1  gf  маємо невизначеність типу  1 ; 

якщо ,0,  gf  маємо невизначеність типу  0 ; 

якщо ,0,0  gf  маємо невизначеність типу   .00  

Перетворимо вираз   )(
)(

xg
xf  таким чином: 

.limlim
lnlim

ln
fg

fg

ax

g

ax

axeef 


 У всіх трьох випадках вираз fg ln  при 

ax  представляє невизначеність типу   0 . До такого ж 

результату приходимо, якщо попередньо прологарифмуємо ліву 

та праву частини рівності: fgg eyfgyfy lnlnln;   або 

.ln ffg ef   

Отже, розв’яжемо приклади. Знайти границі, 

використовуючи правило Лопіталя: 
 

1) ;
312

lim

1
2

lim
0

0ln1
lim

2

11

2

1 exe

x

e

x
x

ee

xx

xxxxxx






















 

 

Відповідь: ;
3

e
 

2)  




























хx

x

x

x

x

ctgx

x

xxxx 0

2

0
2

00
~sin

0

0sin
lim

sin

1

1

lim
ln

lim

0limlim
0

2

0


 xx
x

x

x
; 

. 

. 

. 
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Відповідь: 0. 
 

3)   






























 xxxx

x

x e

x

e

x
ex

23
3 3

limlim0lim  

;0
1

lim6
2

lim3 













 xxxx ee

x
 

 
Відповідь: 0. 

 

4)   





















 











 0

0

sin

sin
lim

1

sin

1
lim

22

22

0220 xx

xx

xx xx
 






































 


 20304

22

0 3

22cos2
lim

4

1

0

0

4

2sin2
lim

0

0sin
lim

x

x

x

xx

x

xx

xxx
 

;
3

12
lim

6

1

2

2sin2
lim

6

1

0

02cos1
lim

6

1

0020














 x

x

x

x

x

x

xxx
 

 

Відповідь: 
3

1
. 

 

5)     







 





 0

0
lim12coslim

2cosln
2

3

0
2

2

3

lim2cosln
3

00

x

xx
x

eex
x

x

xx
 

.3

2cosln
lim3

20 Ax

x

ee x    

Знайдемо границю 
20

2cosln
lim

x

x
A

x
  за правилом Лопіталя: 

 

 
.2

2

2
lim2

2

22sin
2cos

1

lim
0

02cosln
lim

0020

















 x

x

x

x
x

x

x
A

xxx
  

 

Отже,   .2coslim 6)2(3

0

2

3




 eex

x

x
 

Відповідь: .6e  
 

 

. 

. 
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Завдання 2.1. 

Для функції 518122 23  xxxy  знайти: 

а) точки екстремуму та інтервали монотонності; 

б) точки перегину, інтервали опуклості і увігнутості; 

в) найбільше і найменше значення функції на проміжку  4;2 . 

Розв’язання 

а) функція  xf  називається зростаючою (спадною) на 

інтервалі  ba, ,  якщо для будь-яких  baxx ,, 21  , таких що 21 xx  , 

виконується нерівність    21 xfxf   (    21 xfxf  ). 

Інтервали зростання і спадання функції називаються 
інтервалами монотонності функції (рисунок 1). 

 

 
 

Зростаюча функція Спадна функція 
 

Рисунок 1 – Монотонні функції  

 

Якщо функція  xf  диференційована на інтервалі  ba,  і її 

похідна зберігає свій знак на цьому інтервалі, то вона монотонна 

на  ba, , а саме: 

- зростає у випадку   0 xf ; 

- спадає у випадку   0 xf .  

Монотонність функції може порушуватися в точках, де її 

похідна або дорівнює нулю, або не існує. Такі точки називаються 
критичними точками першого роду. Точки, у яких перша похідна 

дорівнює нулю, називаються стаціонарними. 

Точка 0x  називається точкою максимуму (мінімуму) функції 

 xf , якщо існує такий окіл точки 0x , що для будь-якого x  з цього 

околу виконується нерівність    0xfxf   (    0xfxf  ). 

х1 х2 

х 

у 

у=f(x) 

f(x2) 

 

f(x1) 

0 х1 х2 

х 

у 

у=f(x) 

f(x1) 

 

f(x2) 

0 
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Точки мінімуму і максимуму називаються точками 

екстремуму функції  xf . 

Якщо функція має в точці 0x  екстремум, то ця точка є 

критичною. Це необхідна умова існування екстремуму. Для 

знаходження екстремальних точок з множини критичних 

необхідно застосовувати достатню умову екстремуму, яка 
полягає в дослідженні знака першої похідної при переході через 

критичну точку. 

Таким чином, для дослідження функції на екстремум і 
інтервали монотонності необхідно: 

1 Знайти область визначення функції. 

2 Знайти критичні точки першого роду функції. 
3 Визначити точки максимумів і мінімумів. (Якщо похідна 

змінює знак з мінус на плюс при переході через критичну точку 

0x , то 0x  - точка мінімуму функції  xf , а якщо з плюс на мінус, 

то 0x  — точка максимуму функції  xf . Екстремумами можуть 

бути лише точки, які належать області визначення функції.) 

Обчислити значення функції в точках екстремуму.  
 

Знайдемо точки екстремуму та інтервали монотонності 

функції 518122 23  xxxy . 

1 Область визначення функції:   ;x . 

2 Знаходження критичних точок першого роду.  

 018246 2 xxy 3,1 21  xx . 

Така функція має лише стаціонарні точки, оскільки її 
похідна визначена на всій множині дійсних чисел. 

Ці точки розділяють область визначення функції на три 

інтервали монотонності:       ;3,3;1,1; . 

3 Визначимо знак похідної на кожному інтервалі: 
 

x   1;  1  3;1  3  ;3  

 xy  + 0 — 0 + 

 xy  
 max  min  
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Відповідь: на інтервалах  1;  і  ;3  функція зростає, а на 

 3;1  - спадає. У точці 1x  функція досягає свого максимуму, а в 

точці 3x  - мінімуму: 

  135118112121max 23  yy , 

  55318312323min 23  yy ; 

 

б) графік функції  xfy   називається опуклим вгору 

(опуклим) на інтервалі  ba; , якщо всі точки кривої лежать нижче  

її дотичної, що проведена до довільної точки  bax ;0 .  

Графік функції  xfy   називається опуклим вниз 

(увігнутим) на інтервалі  ba; , якщо всі точки кривої лежать вище 

її дотичної, що проведена до довільної точки  bax ;0 .  

Точка кривої M , що відокремлює опуклу її частину від 
увігнутої, називається точкою перегину. 

Точки, у яких друга похідна дорівнює нулю або не існує, 

називаються критичними точками другого роду. Якщо точка 

 00; yxM  є точкою перегину графіка функції  xfy  , то  0xf   

дорівнює нулю або не існує. 

Якщо   0 xf на  ba; , то графік функції  xfy   є опуклим 

вниз (увігнутим) на інтервалі  ba;  і позначається  . 

Якщо   0 xf на  ba; , то графік функції  xfy   є опуклим 

вгору (опуклим) на інтервалі  ba;  і позначається  . 

Для знаходження точок перегину і інтервалів опуклості 

необхідно: 
1 Знайти область визначення функції. 

2 Знайти критичні точки другого роду функції. 

3 Визначити точки перегину. (Якщо друга похідна змінює 

знак при переході через точку 0x , то 0x  – точка перегину графіка 

функції  xf . Точками перегину можуть бути лише точки, які 

належать області визначення функції.) Обчислити значення 
функції в точках перегину. 

 

Знайдемо точки перегину та інтервали опуклості функції 

518122 23  xxxy . 

1 Область визначення функції:   ;x . 

2 Знаходження критичних точок другого роду.  
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018246 2  xxy , 

  


 0241218246 2 xxxy 2x . 

Ця точка розділяє область визначення функції на два 

інтервали опуклості:     ;2,2; . 

3 Визначимо знак другої похідної на кожному інтервалі: 

 

x   2;  2  ;2  

 xy   — 0 + 

 xy    
Точка 

перегину   

 

Значення функції в точці 2x :   95218212222 23 y . 

 

Відповідь: на інтервалі  2;  графік функції опуклий, а на 

 ;2  - увігнутий. Точка  9,2  - точка перегину; 

 

в) для знаходження найбільшого найбу  і найменшого найму  

значення неперервної на проміжку  ba,  функції потрібно: 

1 Знайти критичні точки першого роду функції, які належать 

 ba, . 

2 Обчислити значення функції в цих точках. 

3 Обчислити значення функції на кінцях проміжку  ba, .  

4 Обрати серед отриманих значень найбільше і найменше. 
 

Знайдемо найбільше і найменше значення функції 

518122 23  xxxy  на проміжку  4;2 . 

Стаціонарні точки цієї функції 3,1 21  xx  (див. приклад 2.1, а). 

З них тільки одна 32 x  належить проміжку  4;2 . 

Обчислимо значення функції в цій точці і на кінцях 

проміжку: 

  55318312323 23 y , 

  95218212222 23 y , 

  135418412424 23 y . 

 

Відповідь:   134  yунайб ,   53м  yунай . 
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Завдання 2.2. Дослідити функцію 
83

4




x

x
y  і побудувати 

ескіз її графіка. 

Розв’язання 

Для побудови графіка функції потрібно: 

1 Знайти область визначення функції. 
2 Перевірити функцію на парність, непарність, періодичність. 

3 Знайти точки перетину графіка функції з осями координат 

(якщо це можливо). 
4 Знайти асимптоти кривої. 

5 Знайти інтервали монотонності і точки екстремуму. 

6 Знайти інтервали опуклості і точки перегину. 
 

Функція  xfy   називається парною, якщо    xfxf  . 

Парна функція симетрична відносно осі ординат. 

Функція  xfy   називається непарною, якщо    xfxf  . 

Непарна функція симетрична відносно початку координат. 

Функція  xfy   називається функцією загального вигляду, 

якщо вона не є парною і непарною одночасно. 

Функція  xfy   називається періодичною, якщо існує таке 

число T , що для будь-якого значення x  з області визначення 

функції виконується рівність    xfTxf  . 

 
1 Область визначення функції. 

Функція 
83

4




x

x
y  визначена на всій числовій осі, окрім 

точок, у яких знаменник дорівнює нулю, тобто     ;22; x . 

2 Парність, непарність, періодичність. 

Оскільки  
 

  888 3

4

3

4

3

4












x

x

x

x

x

x
хy , то це функція 

загального вигляду. 
Функція неперіодична. 

3 Точки перетину графіка функції з осями координат. 

З віссю 0х: 0
8

0
3

4





x

x
y , 0x . 

З віссю 0у:  0x  0y . 
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Маємо одну точку перетину  0;00 . 

4 Асимптоти кривої. 

Вертикальні асимптоти. 

Функція має точку розриву 2x . Оскільки  
 


 8

lim
3

4

02 x

x

x
, 

 8
lim

3

4

02 x

x

x
, 

 

то пряма 2x  є вертикальною асимптотою графіка функції. 

Похилі асимптоти.  

Якщо існує похила асимптота bkxy   при x , то  

 
 
x

xf
k

x
lim


 ,     kxxfb
x




lim . 

 
Аналогічно визначаються k  та b  при x : 

 
 
x

xf
k

x
lim


 ,     kxxfb
x




lim . 

 

Для функції 
83

4




x

x
y  маємо при x  

 

 
1

83

4

lim 



 xx

x
k

x

, 

 

0
8

8

8

8
1

8 33

44

3

4

limlimlim 


























 x

x

x

xxx
x

x

x
b

xxx

. 

 

Таким чином, xxy  01 - рівняння похилої асимптоти при 

x . 

5 Інтервали монотонності і точки екстремуму. 

Знайдемо точки, у яких перша похідна функції або не існує, 
або дорівнює нулю (критичні точки функції): 
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 
 
 

 
 23

33

23

2433

3

4

8

32

8

384

8 




























x

xx

x

xxxx

x

x
xy . 

  0 xy :    03233 xx 3
21 32,0  xx . 

 xy  не існує:   08
23 x 23  x . 

 
З’ясуємо знак першої похідної на кожному з отриманих 

інтервалів. Якщо перша похідна має додатне (від’ємне) значення 

на інтервалі, то на цьому інтервалі функція зростає (спадає).  
 

x   0;  0  2;0  2  3 32;2  3 32   ;323  

 xy  + 0 — 
не 

існує 
— 0 + 

 xy  
 

0 

(max) 

 не 

існує 

 ≈4,23 

(min)  

 

На інтервалах  0;  і  ;323  функція зростає, а на  2;0  і 

 3 32;2  – спадає. У точці 0x  функція досягає свого максимуму, а 

в точці 3 32x  - мінімуму: 

 

  00max  yy ,    
 

23,432
3

4

24

3232

832

32
32min 3

3

33

43
3 



 yy . 

 

6 Інтервали опуклості і точки перегину. 
Знайдемо точки, у яких друга похідна функції або не існує, 

або дорівнює нулю: 
 

 
 

   
















































23

36

23

33

8

32

8

32

x

xx

x

xx
xy  

       
 








43

36232325

8

323828966

x

xxxxxxx
 

  
 

 
 33

32

43

332

8

1648

8

128886











x

xx

x

xxx
. 
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  0 xy :    01648 32 xx 3
21 16,0  xx . 

 xy   не існує:   08
33 x 23  x . 

 

Знак другої похідної на кожному з отриманих інтервалів 
визначає інтервали опуклості функції. Якщо друга похідна має 

додатне (від’ємне) значення на інтервалі, то на цьому інтервалі 

функція опукла вниз (вгору). 
 

x   0;  3 16   0;163  0  2;0  2  ;2  

 xy   + 0 —  — 
не 

існує 
+ 

 xy    

≈-1,68 

(точка 

перегину) 
  0   

не 
існує   

 

На проміжках  0;  і  ;2  функція опукла вниз (увігнута), 

а на  0;163  і  2;0  – опукла вгору (опукла). Точка 3 16x  є 

точкою перегину графіка функції  
 

   
 

68,116
3

2

24

1616

816

16
16 3

3

33

43
3 







y . 

 

За отриманими даними будуємо ескіз графіка функції 
(рисунок 2).  
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Рисунок 2 – Ескіз графіка функції 
83

4




x

x
y  

 

Завдання 3.1. Задано функцію   55316 4222  yxyxz , 

точку  31;0 M  і вектор  ;-125a


. Знайти: 

1) частинні похідні першого та другого порядку; 

2) повний диференціал першого та другого порядку; 

3) zgrad  в точці  31;0 M ; 

4) похідну за напрямком вектора a

 в точці  31;0 M ; 

5) вектор нормалі до поверхні  yxfz ;   в точці  000 ; yxM ; 

 

Розв’язання 

1) частинні похідні першого та другого порядку.  

-1,68 

2

x 

0

x 

4,23 

3,17 -2,52 

x 

y 

y=x 
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При знаходженні частинних похідних застосовують правила 

і формули для обчислення похідної функції однієї змінної. 

Використовуючи визначення частинних похідних, при 

знаходженні частинної похідної за змінною x  змінна y  

вважається сталою і, навпаки, при знаходженні частинної 

похідної за змінною y  сталою вважається змінна x . 

 

   






xyxyxz

x

z
55316 4222

x

         








 xxxx yxyx 55316 4222

    44 101120100112 xyxxyx  , 

 

   






yy yxyxz

y

z
55316 4222  

         








 yyyy yxyx 55316 4222  

3232 20602060 yxyyxy  . 

 

Частинні похідні другого порядку визначаються так: 

 

xxz
x

z

xx

z























2

2

; yyz
y

z

yy

z























2

2

; 

xyz
x

z

yy

z























x

2

; yxz
y

z

xx

z























y

2

. 

 

Зауваження. Останні дві похідні, знайдені за різними 

змінними, називають мішаними частинними похідними другого 

порядку. Якщо вони неперервні в деякій точці  y;xM , то в цій 

точці yxyx zz  . 

 

     44

2

2

101210112 yxyxzz
x

z
xxxxx 






; 

    2232

2

2

606206 yxyxyzz
y

z
y

yyyy 






; 
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     34
2

4010112 xyxyxzz
xy

z
yyxxy 






; 

    332
2

40206 xyyxyzz
yx

z
x

xyyx 






; 

 

2) повний диференціал першого dz  та другого zd 2  порядків 
функції двох змінних визначаються виразами 

 

dy
y

z
dx

x

z
dz









 ; 

  dy
y

z

x

z
dx

y

z

x

z
zddzd

yx






































 2 . 

 

Якщо yxyx zz  , то  

 

yd
y

z
dxdy

yx

z
xd

x

z
zd 2

2

22
2

2

2
2 2














 . 

 

У нашому випадку 

 

     ydyxydxxyxdy
y

z
dx

x

z
dz 324 20610112 









 ; 

 















 yd

y

z
dxdy

yx

z
xd

x

z
zd 2

2

22
2

2

2
2 2  

    ydyxdxdyxyxdy 222324 606801012  ; 

 

3) градієнтом функції zgrad  в точці  y;xM  називають 

вектор, координатами якого є частинні похідні за відповідними 
змінними, тобто: 

 





























y

z

x

z
j

y

z
i

x

z
gradz ;


. 
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Таким чином, градієнт функції   55316 4222  yxyxz  в 

точці  31;0 M  

 

 
  

 
83410112

31;

4

31; 00






 MM

xyx
x

z
, 

 

 
 

 
522206

31;

32

31; 0
0









M
M

yxy
y

z
, 

 

   5228340 ;Mzgrad  ; 

 

4) похідна функції  yxfz ;  за напрямом вектора ) ;( yx aaa


 

обчислюється за формулою  

 

 coscos
y

z

x

z

a

z














 , 

 

де 
a

a

a

a yx
   cos,cos  - напрямні косинуси вектора a


. 

Оскільки   13125 22 a


, 834

0






Mx

z
, 522

0






M
y

z
, то 

 
 

13

10434

13

12
522

13

5
834

0









Ma

z
 ; 

 

5) вектор, перпендикулярний до дотичної площини, 

проведеної до поверхні, називається вектором нормалі. Якщо 

поверхня задана рівнянням  yxfz ; , то вектор нормалі в точці 

 000 ; yxM  має вигляд 

 

























1

00

;
y

z
;

x

z
N

MM


. 
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Для поверхні   55316 4222  yxyxz  в точці  31;0 M  

маємо  1;522;834 N


. 

 

Відповідь:  

1)   410112 xyx
x

z





,     32206 yxy

y

z





, 

4

2

2

1012 y
x

z





, 22

2

2

606 yx
y

z





, 3

22

40xy
yx

z

xy

z










; 

2)      ydyxydxxyxdz 324 20610112  , 

    ydyxdxdyxyxdyzd 2223242 606801012  ; 

3)    5228340 ;Mzgrad  ; 

4) 
13

10434

0






Ma

z
 ; 

5)  1;522;834 N


. 

 

Завдання 3.2. Для заданої функції 











3
t

1

y

x
garcz


 знайти: 

1) градієнт і похідну за напрямом вектора 









2

5
;6a


 у точці 

 740 ;M ; 

2) рівняння нормалі до поверхні  yxfz ;  у точці  740 ;M ; 

3) рівняння дотичної площини до поверхні  yxfz ;  у точці 

 740 ;M . 

 

Розв’язання 

1) обчислимо значення частинних похідних першого 

порядку в точці  740 ;M : 

 

 

 222 3

31

3

1

3
1

11

3

1



















































yx

y

y

y

xy

x
gtarcz

x

z
xx


, 
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 

   8

1

3

31

0
0

22

























M
M yx

y

x

z
,  

 

 
,

3

1

3

3
1

11

3

1

22

22
































































yx

x

y

x

y

xy

x
gtarcz

y

z
yy





 

   8

1

3

1

00

22























MM yx

x

y

z
.  

 

Тоді отримаємо (див. приклад 3.1) 

 

  









 8

1
;

8

1
0Mzgrad , 

 104

7

13

5

8

1

13

12

8

1

a
0















M

z
 ; 

 

2) нормаллю до поверхні в точці 0M  називається пряма, яка 

проходить через цю точку перпендикулярно до дотичної 

площини (має напрям вектора нормалі N


). 

Канонічне рівняння нормалі в точці 0M  має вигляд 

 

    1

0

0

0

0

0









z-z

Mz

y-y

Mz

x-x

yx

, 

де  000 yxfz ; . 

 

Враховуючи, що   250740 ,;fz  , отримаємо рівняння 

нормалі 

 

1

25,0

8

1

7

8

1

4













zy-x



 або     25,07848  zy-x  ; 
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3) дотичною площиною до поверхні  yxfz ;  у точці 0M  

називається площина, яка містить дотичні до всіх кривих, 

проведених на поверхні через цю точку. Рівняння дотичною 

площини до поверхні  yxfz ;  у точці 0M  має вигляд 

 

     00000 y-yMzx-xMzz-z yx  . 

 

Таким чином, рівняння дотичної площини до поверхні 













3
t

1

y

x
garcz


 в точці  740 ;M : 

 

   7
8

1
4

8

1
25,0  y-xz


, 

0328   zyx . 

 

Відповідь: 

1)   









 8

1
;

8

1
0Mzgrad , 

104

7

0






Ma

z
 ; 

2)     25,07848  zy-x  ; 

3) 0328   zyx . 

 

Завдання 3.3. Знайти екстремум заданої функції: 

а) 82722754 22  yxxyyxz ; 

б) 830
3

2 23  xxyyxz . 

 

Розв’язання 

а) необхідна умова існування екстремуму в точці P  полягає 

в тому, що частинні похідні в цій точці або дорівнюють нулю, 

або не існують. Такі точки називають критичними точками 
функції. 

Обчислимо частинні похідні: 

 

2278 



yx

x

z
, 

27107 



yx

y

z
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і розв’яжемо систему рівнянь 

 


















,yx

,yx

,yx

,yx

27107

2278

027107

02278
 

 
















































.2

,1

,
4

31

8

31

,
8

22

8

7

,02710
8

22

8

7
7

,
8

22

8

7

y

x

y

y
x

y
y

y
x

 

 

Маємо стаціонарну точку  2;1P . 

Для дослідження знайденої точки на екстремум перевіримо 
достатню умову екстремуму. Для цього складають визначник 

 

2

22

2

2

2

y

z

yx

z

xy

z

x

z

















 . 

 
Якщо 0 , то в точці P  є екстремум, причому, якщо:  

а) 0
2

2






x

z
, то точка P  – точка мінімуму функції; 

б) 0
2

2






x

z
, то точка P  – точка максимуму функції. 

Якщо 0 , то в точці P  екстремуму немає. 
Якщо 0 , то потрібні додаткові дослідження для 

перевірки чи є точка P  екстремумом функції. 

Знайдемо частинні похідні другого порядку: 
 

  82278
2

2





xyx

x

z
,     1027107

2

2





yyx

y

z
, 

  72278
xy

2





yyx

z
,   727107

2





xyx

yx

z
. 

 

Оскільки 
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    3177108
107

78





 , 

 

знайдемо значення функції в цій точці: 
 

      3082271222172514 22 Z . 

 

Відповідь:   302;1 min  zz ; 

 

б) 830
3

2 23  xxyyxz . 

 

Необхідна умова екстремуму 

 

302830
3

2 223 
















yxxxyyx

x

z
x ,  

yxxxyyx
y

z
y 2830

3

2 23 
















. 

 

Розв’язавши систему  
 











,02

,0302 2

yx

yx
 

 

отримаємо дві точки  2;41P  і 









8

15
;

4

15
2P . 

Частинні похідні другого порядку 
 

  xyx
x

z
x 4302 2

2

2








,     22

2

2





yyx

y

z
, 

  1302 2
2








yyx

xy

z
,    12

2





xyx

yx

z
. 

 
Звідси 

18
21

14





 x

x
. 
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Підставимо координати знайдених точок  в  : 

 

    03118
1

1 
P

xP , 

    03118
2

2 
P

xP . 

 

Бачимо, що в точці 









8

15
;

4

15
2P  екстремуму нема, а в точці 

 2;41P  функція досягає свого максимуму. 

 

Відповідь:  
3

220
2;4  zz xam . 

 

Завдання 3.4. Знайти найбільше і найменше значення 

функції  15 yxxyz  у замкненій області D , яка обмежена 

лініями 18,2,1  yxyx . 

 

Розв’язання 

Для знаходження найбільшого найбz  і найменшого наймz  

значення функції );( yxzz   у замкненій області D  необхідно 

виконати такі дії: 
1 Знайти критичні точки першого роду функції (точки, у 

яких частинні похідні першого порядку або дорівнюють нулю, 

або не існують). 
2 Обчислити значення функції в критичних точках, які 

належать області D . 

3 Знайти найбільше і найменше значення функції на границі 
області D .  

4 Обрати серед отриманих значень найбільше і найменше. 

 
Використовуючи необхідну умову екстремуму, маємо 

 

0152 2 



yyxy

x

z
, 

.01522 



xxyx

y

z
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Рисунок 3 – Область D  

Розв’язуючи отриману 

систему рівнянь  
 

 

 







0152

,0152

yxx

yxy
 

 

отримаємо чотири точки 

 0;01P ,  15;02P ,  0;153P , 

 5;54P .  

Як бачимо, заданій 
області належать всі чотири 

точки:  0;01P ,  15;0P2 , 

 0;153P  і  5;54P  (рисунок 3).  

Обчислимо значення 

функції в цих точках: 

  01 Pz ,   02 Pz ,   0P3 z , 

  1254 Pz . 

Дослідимо поведінку функції на границі області: 

а)  192,1 ,-yx:AB  . Підставляючи 1x  в  15 yxxyz , 

отримаємо   216151 yyyyzAB  . Таким чином, потрібно 

знайти найбільше та найменше значення функції однієї змінної 

на відрізку (див приклад 2.1, в). 

 

   19,280216  yyz yAB . 

 

Обчислимо значення функції в отриманій точці  81;- і на 

кінцях відрізка в точках  21;--A  та  191;-B : 

 

  648;1 z ,   362;1 z ,   5719;1 z ; 

 

б)   201,2 ,-xy:AС   201,234 2 ,-xxxzAC  . 

   20,15,8,0434  xxz xAC . 

Значення функції в точці  2;5,8   і в точках  21;--A  і  220 ;С  

дорівнюють 

 

  5,1442;5,8 z ,   362;1 z ,   1202;20 z . 

18 

В 

С 

18 

А 

y 

x 

P3(15;0) 

P1(0;0) 

P4(5;5) 

P2(0;15) 
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в)  192,18 ,-yyx:BС  . 

     192,543151818 2 ,-yyyyyyyzBC  . 

   19,29,0546  yyz yBC . 

 

Оскільки 918918  yx , то маємо точку  99; . 

Значення функції в знайденій точці і на границях відрізка BС  

 

  2439;9 z ,   1202;20 z ,   5719;1 z . 

 
Порівнюючи отримані результати, отримаємо відповідь. 

Відповідь:    2439;9  zzнайб ,   1255;5   zzнайм . 

 

 

ПИТАННЯ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЮ 
 

1 Визначення похідної функції  f x  у точці 0х . 

2 Яка функція називається диференційованою на відрізку  
[a; b]? 

3 У чому полягає геометричний зміст похідної? 

4 Правила диференціювання. 
5 Похідна складеної функції. 

6 Похідна оберненої функції. 

7 Похідна функції, заданої параметрично. 
8 Похідна від степенево-показникової функції. 

9 Що називають диференціалом функції в точці? 

10 У чому полягає геометричний зміст диференціала 
функції в точці? 

11 Похідна другого та вищих порядків. 

12 Правило Лопіталя. 
13 Проміжки монотонності функції. Достатня умова 

монотонності. 

14 Екстремуми. Необхідна умова екстремуму. 
15 Критичні точки. 

16 Достатня умова екстремуму.  

17 Схема дослідження функції на екстремум. 
18 Опуклість функції на проміжку. Достатні умови 

опуклості. 
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19 Точки перегину. Необхідна і достатня ознаки перегину. 

20 Асимптоти. 

21 Найбільше й найменше значення функції на відрізку. 
22 Геометричне зображення функції двох змінних. 

23 Що називають частинним приростом функції двох 

змінних за однією змінною? 
24 Частинні похідні від функції двох змінних першого 

порядку. 

25 Диференціал першого порядку від функції двох змінних. 
26 Похідні вищих порядків від функції двох змінних. 

27 Похідна від функції двох змінних у заданому напрямку. 

28 Градієнт. 
29 Зв'язок похідної за напрямком і градієнта функції. 

30 Геометричний зміст градієнта. 
31 Дотична площина та нормаль до поверхні.  

32 Рівняння дотичної площини до поверхні ( ; )z f x y  у точці 

0 0 0( ; )P x y .  

33 Що називається нормаллю до поверхні ( ; )z f x y  у точці 

0 0 0( ; )P x y ? 

34 Рівняння нормалі до поверхні в точці 0 0 0 0( ; ; )M x y z . 

35 Диференціал другого порядку функції  y,xf . 

36 Визначення точки локального максимуму (мінімуму) 

функції  y,xf . 

37 Необхідні умови існування локального екстремуму. 

38 Які точки називаються стаціонарними? 

39 Достатні умови існування локального екстремуму. 
40 Найбільше і найменше значення функції двох змінних у 

замкненій обмеженій області. 

 

Тестові завдання до самоконтролю 

1 Знайдіть похідну функції 22 xxsin)x(f  . 

А Б В Г Д 

xcos  xxcos 2  xcosx 2  xcosx 22   інша 

відповідь 
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2 Знайдіть похідну функції xexlny  . 

А Б В Г Д 

1xe  xx e
x

exln
1

  
xxe  xx exe   інша 

відповідь 

3 Знайдіть похідну функції 22  x)x(f . 

А Б В Г Д 

22

1

x
 

1

1

x
 

x

2
 

22 x

x
 

інша 
відповідь 

4 Похідна функції   xcosxf  72   дорівнює:  

А Б В Г Д 
xcosxcos 72  xcosxcos 72  7272 lnxcos  7272 lnxsinxcos  інша 

відповідь 

5 Похідна функції  
3

x
coslnxf   дорівнює: 

А Б В Г Д 

3

1

x
sin

 
33

1 x
ctg  

33

1 x
tg  

3

3

x
sin

 
інша 

відповідь 

6 Знайдіть похідну функції  
23 xxexf  . 

А Б В Г Д 

 
2323 xxex    

2

13 xxex    32 xex   
232 xxex   

інша 
відповідь 

7 Знайдіть похідну функції  
x

tgxf
1

 . 

А Б В Г Д 

xcosx22

2
 

xcosx 223

1
 

x
cosx

1

1

22
  

x
sinx

1

1

22
 

інша 

відповідь 

8 Знайдіть похідну функції   3 3 xlnxf . 

А Б В Г Д 

 43

1

x
 

 3 3

1

x
 

 3

1

x
 

 33

1

x
 інша 

відповідь 

9 Знайдіть похідну функції   xxf 7150  . 

А Б В Г Д 

50507 71 lnx  5050 71 lnx    xx 715071     505071 71 lnx x  інша 

відповідь 
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10 Похідна функції xctgln)x(f 2  дорівнює: 

xctg2

1
 

xsin 2

2
 

xsin 4

4
  

xsin 2

1
 

інша 

відповідь 

11 Задана функція 
3

2x
cos)x(y  . Знайдіть ).x('y  

А Б В Г Д 
2xcosx  

3

2x
cosx  

3
2

2x
cosx  

33

2 2x
sinx  

інша 

відповідь 

12 Знайдіть похідну функції xtge)x(f 3 . 

А Б В Г Д 
xtgexcos 33   xctge 3  xtge 3  

xcos

e xtg

3

3
2

3

  
інша 

відповідь 

13 Знайдіть похідну функції xx)x(f 26  . 

А Б В Г Д 

2
5 1

6
x

x   
x

x
1

6 5   
x

x
2

6 4   
x

x
2

1
5 6   

інша 

відповідь 

14 Похідна функції 3
1

1

x

x
ln)x(f




  дорівнює: 

А Б В Г Д 

1

1





x

x
 

21

1

3

2

x
  

1

2
2 



x
 

x

x





1

1
 

інша 
відповідь 

15 Знайдіть похідну функції xx)x(f 35 . 

А Б В Г Д 

515 lnx  1515 lnx  155 lnx  15152 lnx  інша 

відповідь 

16 Знайдіть значення похідної функції   xcosxf 2  в точці 

6


x

.
 

А Б В Г Д 

4 

2

23
  

0 3  інша 
відповідь 

17 Дана функція    xlnexf 21 . Знайдіть  ef  . 

А Б В Г Д 

1 2 4 0 інша 
відповідь 
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18 Обчисліть значення похідної функції:    32  xxsinxf  в 

точці 
2


x  

А Б В Г Д 

2
2





 2

24



 2

2





 

2  інша 

відповідь 

19 Якщо  
x

x
xf

12 
 , то  1f  =? 

А Б В Г Д 

1 0 -1 3 інша 

відповідь 

20 Задана функція  
3

3

2 




x

x
xf , знайдіть  1f  . 

А Б В Г Д 

8

3
 

2

1
 0

 

8

5
 інша 

відповідь 

21 Задана функція ,
x

x
)x(f

5

2
2

2




  знайдіть  1'f . 

А Б В Г Д 

18

7
 

9

1
1  

9

8
 

4 інша 

відповідь 

22 Задана функція   xarcsinxx)x(f  2 , знайдіть  0'f . 

А Б В Г Д 

0 
2

1
 2 1 інша 

відповідь 

23 Точка рухається по координатній прямій за законом 

7102  tt)t(S . Знайдіть v (3), де v(t) – швидкість. 

А Б В Г Д 

-19 14 -4 46 інша 

відповідь 

24 Дана функція: 42
x

x
)x(f  . Знайдіть  1'f . 

А Б В Г Д 

2 3 6 5 інша 
відповідь 
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25 Задана функція 
x

x
arctg)x(f

5

5
2  , знайдіть  5'f . 

А Б В Г Д 

4

3
 

5

2
 1

3

1
 

0 інша 
відповідь 

26 Задана функція 
32 3

12

xx
)x(f  , знайдіть  1'f . 

А Б В Г Д 

2 3 0 1 інша 
відповідь 

27 Для функції xe)x(f 4cos знайдіть 








8


'f . 

А Б В Г Д 

1 -3 2 -4 інша 
відповідь 

28 Обчисліть похідну функції
 32

74






x

x
)x(f  у точці х=2. 

А Б В Г Д 

2 4 -2 -1 інша 

відповідь 

 
29 Знайти частинні похідні першого порядку 

323 830 yxyyxz  : 

А) yyx
x

z
303 22 




, 3 22 20 30

z
x y x y

y


  


; 

Б) 2 2 3 23 20 , 2 20 30
z z

x y y x y x y
x y

 
    

 
; 

В) 23322 243028303 yxyx
y

z
,yyyx

x

z










; 

Г) 2 3 26 20, 2 20 30
z z

x y x y x y
x y

 
    

 
; 

Д) інша відповідь. 

 

30 Знайти частинні похідні першого порядку  yxtgz 35  : 

А) 
   yxsiny

z
,

yxsinx

z

35

3

35

5
22 












; 
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Б) 
2 2

2 3
,

cos cos

z z

x yx y

 
 

 
; 

В) 
   yxcosy

z
,

yxcosx

z

35

3

35

5
22 












; 

Г) 
   yxcosy

z
,

yxcosx

z

35

1

35

1
22 












; 

Д) інша відповідь. 
 

31 Знайти частинні похідні першого порядку 

   2532  ycosxz : 

А)  252 








ysin

y

z
,x

x

z
;  

Б)     2325 2 sinx
y

z
,ycosx

x

z










; 

В)    252253 








ysinx

y

z
,ycos

x

z
; 

Г)       5253252 2 








ysinx

y

z
,ycosx

x

z
; 

Д) інша відповідь. 
 

32 Знайти частинні похідні першого порядку 

  272 72  yexz : 

А)   7724 27227 







  yy ex
y

z
,xe

x

z
; 

Б)   2727 872  







 yy e
y

z
,ex

x

z
; 

В) 2784 







 ye
y

z
,x

x

z
; 

Г)   77284 227 







  x
y

z
,xe

x

z y ; 

Д) інша відповідь. 
 

33 Чому дорівнює  0Mgradz , якщо 223 yxxyz  ,  0 1, 1M ? 

А Б В Г Д 

2i j  5 3i j  2 3i j  ji


53   інша 
відповідь 
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34 Знайти повний диференціал функції 22 45 xyyxz  : 

А)    dyxyxdxyxydz 85410 22  ; 

Б)    dyxyxdxxydz 455  ; 

В)    dyxyxdxyxydz 85410 22  ; 

Г)   xydydxyxydz 85 2   

Д) інша відповідь. 
 

35 Знайти повний диференціал функції  3 2lnz x y  : 

А) 
2

3 2 3 2

x y
dz dx dy

x y x y
 

 
; Б) 

3 2
dz dx dy

x y
  ; 

В) 
2

3 2 3 2

3 2x y
dz dx dy

x y x y
 

 
; Г) 

2

3 2 3 2

2x
dz dx dy

x y x y
 

 
; 

Д) інша відповідь. 
 

36 Чому дорівнює 
2 z

y x



 
 для функції 

33 yxez  ? 

А Б В Г Д 

 13
33  xe yx  

3329 yxey    23 1
3

ye yx   
33 yxxye   

інша 

відповідь 

 

37 Чому дорівнює 
2

2

x

z




 для функції 

2yxez  ? 

А Б В Г Д 
22 yxex  

22 yxey  
23 yxey  

24 yxey  інша 

відповідь 

 

38 Чому дорівнює 
2

2

y

z




 для функції 

2xyez  ? 

А Б В Г Д 
24 y xx e   

2 22 1yxe x   
2

2y xe y   
2 22 1y xe x y   інша 

відповідь 

 

39 Чому дорівнює мішана похідна 
xy

z



 2

 функції 

 22 23 yxsinz  : 
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А)  22 23 yxcos  ; 

Б)   xyxsin 623 22  ; 

В)  22 2324 yxcosxy  ; 

Г)  22 2324 yxsinxy  ; 

Д) інша відповідь. 
 

40 Знайти точки екстремумів функції 2 23 2 4z x xy y   . У 

випадку існування екстремумів у критичній точці визначити тип 

екстремуму: 

А) функція має мінімум у точці  0 0,0M ; 

Б) функція має максимум у точці  0 0,0M ; 

В) функція має мінімум у точці  1 1,2M  

Г) функція має максимум у точці  1 1,2M ; 

Д) потрібні додаткові дослідження. 
 

41 Знайти стаціонарні точки функції 2 22 4 18z x xy y y     . 

А Б В Г Д 

(3; 0) (-3; 1) (3; 3) (0; -3) інша 
відповідь 

 

42 Знайти напрямок найбільшого зростання функції 
2 22 8 3z x xy y    у точці  0 1, 1M   

А Б В Г Д 

2i j  5 3i j  4 2i j   3 2i j  інша 

відповідь 

43 Знайти похідну функції 22 34 yxyxz   за напрямком 

вектора 3 4a i j   в точці  1 1, 1M  . 

А Б В Г Д 

2 0 4 2i j   -1 інша 

відповідь 
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