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Актуальность. Исследования работы 

железнодорожного пути под действием нагрузки от 
подвижного состава численными методами 
позволяет получать информацию об особенностях 
воздействия на путь и особенностях напряженно-
деформированного состояния всей конструкции в 
различных условиях эксплуатации при значительно 
меньших материальных и финансовых расходах по 
сравнению с экспериментальными методами. 
Численные методы так же дают возможность точно 
определять исходные расчетные данные, что 
практически невозможно при проведении 
экспериментальных работ. 

Однако, применять численные методы 
возможно только тогда, когда математические 
модели адекватно отображают реальную работу как 
динамической системы «экипаж-путь», так и 
конструкции пути. Это в полной мере относится к 
моделированию взаимодействий пути и 
подвижного состава в зонах рельсовых стыков, 
поскольку теоретические и экспериментальные 
исследования показали что уровень динамических 
воздействий на путь в стыках возрастает в 1,5-2 
раза. Таким образом, моделирование работы 
рельсовой нити под действием вертикальной 
нагрузки в зоне стыка является актуальной задачей. 

Анализ литературных источников. В 
настоящее время наиболее применяемой является 
модель пути при которой рельсы представлены в 
виде балок бесконечной длины, опирающихся на 
сплошное упругое основание, на основании 
теоретических исследований Е.М. Бромберга, М.Ф. 
Вериго, А.Я Когана, Г.М. Шахунянца [1-4] и других 

учёных разработаны математические модели 
взаимодействия пути и подвижного состава, 
напряженно-деформированного состояния пути, 
которые базируются на этой расчетной схеме. 
Многочисленные экспериментальные исследования 
показали что для условий магистральных железных 
дорог теоретические и экспериментальные 
результаты имеют хорошую сходимость.  

Однако ряд ученых (К.Д. Белых, [5], Н.С. 
Никеров, [6] и др.) считают что для условий 
промышленных железных дорог такая расчетная 
схема чрезмерно идеализирует путь и его 
техническое состояние. В.В. Рыбкин, рассчитывая 
путь как балку на многих упругих опорах с 
переменными характеристиками жесткости под 
действием статической нагрузки, показал что 
применение методов упругого основания дает 
заниженные на 17-24% результаты [7].  

В работе [8] приведены математические 
модели динамической системы «экипаж-путь» в 
основе которых принята расчетная схема пути как 
балки на многих упруго-диссипативных опорах с 
нелинейными характеристиками. Реализация этих 
моделей в программной системе Mathcad позволяет 
определять пространственные силы воздействий 
экипажей на путь в условиях промышленного 
транспорта. Однако работа пути в зоне рельсовых 
стыков в этой работе не рассматривалась. 

Целью статьи является разработка 
математической модели работы рельса в зоне стыка 
под действием вертикальных динамических сил от 
подвижного состава. При этом принята общая 
расчетная схема пути как балки на многих упругих 
опорах.  

Основная часть. В работе [8] вертикальные 
силы взаимодействия экипажа и пути с 
использованием предположений об упруго-
дисипативных характеристиках пути были 
определены как: 
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где Св – приведеная вертикальная жесткость 
рельсовой нити в точке контакта пути и рельса 
(Н/м); 
     ур – вертикальный изгиб рельса под колесом (м); 
      в–параметр рассеивания энергии 
конструкцией пути в вертикальной плоскости 
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Первое слагаемое  в правой части этой 
формулы является упругой составляющей – 
диссипативной составляющей вертикальных сил 
взаимодействия. Тогда эту формулу можно 
записать в виде: 

                 .дисуп RRR 
                             (2) 

Далее, на начальном этапе, рассматривалась 
работа пути под действием только упругой 
составляющей Rуп : 

                     R= Rуп=Cв(ур)                           (3)
     

Cв=   
едру

1
                               (4)

 

где yедр – прогиб рельсовой нити под действием 
единичной силы Rедуп=1.  

Необходимое для расчетов значение 
приведенной к точке контакта колеса и рельса 
вертикальной жесткости рельсовой нити была 
определена следующим образом. При этом 
отмечается, что эта величина является переменной 
в процессе движения экипажа, нелинейной и 
зависящей как от жесткостей всех рельсовых опор 
так и от места расположения колеса относительно 
этих опор. 

 Рис. 1. Расчетная схема рельсовой нити на упругих 
опорах под действием движущейся силы:  

уi – прогиб рельса на опорах; ур – прогиб рельса под 
колесом. 

 
Величину прогиба рельсовой нити под 

действием единичной силы можно определить как: 
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В этой формуле:  
уi – упругие осадки рельсовых опор; 

lш – расстояние между опорами; 
хр  - расстояние от ближайшей опоры до точки 

приложения силы Rедуп: 
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где ш  – расстояние между опорами (м); 


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ш

піХ


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Хпi – текущая абсцис каждой  пары (м). 
Упругие осадки рельсовых опор были 

определены с использованием уравнений пяти 
моментов как: 

     
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Н

еизвес
тные опорные моменты Мi определялись в 
матричной форме с использованием уравнений 
Крамера в виде: 

                          
едуп

j
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где j  - определитель матрицы относительных 
жесткостей рельсов и рельсовых опор; 

j
~

 - определитель матрицы свободных членов 
системы уравнений пяти моментов. 

Для расчетной схемы, приведенной на рис. 1, 
матрица жесткостей получена в виде: 
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Решая задачу о взаимодействии экипажа и 
пути методом Рунге Кутта в каждой точке 
интегрирования общей системы уравнений пути и 
подвижного состава, рассчитывались неизвестные 
опорне моменты для общей расчетный схемы 
(рисунок 1). Далее определялись упругие прогибы 
рельсовой нити в точке контакта колеса и рельса 
и таким образом определялась приведенная 
жесткость рельсовой нити. 

Если определить в численном виде значения 
скоростей деформаций всех рельсовых опор, 
можно расчитать также приведенный коэфициент 
диссипации пути, который как и жесткость, 
является переменным в процессе движения и 
нелинейным. 

Матрица жесткостей рельсовой нити (9), 
составленная для расчетной схемы (рисунок 1), 
получена из условия постоянной жесткости 
рельса вовсех пролетах. 

Однако, в зоне рельсового стыка жесткость 
рельсовой нити будет иной. На этот параметр 
будут влиять и значения суммарной жесткости 
стыковых накладок, уровень натяжения стыковых 
болтов, наличие стыкового зазора. 

Для учета такой особенности устройства 
пути в зоне стыка рассмотрим работу рельсовой 
нити при налички рельсового стыка под 
действием вертикальной силы. Поскольку 
изменение изгибной жесткости рельса влияет на 
приведенного к точке контакта вертикальную 
жесткость в зависимости от расстояния от точки 
контакта до стыка, необходимо рассмотреть 
несколько расчетных схем. 

В первом случае вертикальная сила 
находится в пятом пролете от стыка. Расчетная 
схема в этом случае будет иметь вид (рисунок 2). 

   
Рис. 2 Расчетная схема первого варианта нагружения  

Запишем уравнения пяти моментов для 
каждой из десяти опор:  
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8я:       04164410 09876  stМММММ...   
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10я:     064410 1098  stМММ...   

В этом случае матрица жесткостей будет 
иметь вид: 
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(11)  
В этих формулах αst – коэфициент 

относительной жесткости рельса и рельсовой 
опоры в зоне стыкового пролета: 
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(12) 
где    Е – модуль упругости рельсовой стали; 

 Сy – вертикальная жесткость рельсовой 
опоры; 
          lst – расстояния между опорами в стыковом 
пролете. 

 
Рис. 3 Расчетная схема второго варианта нагружения 

 
Далее вертикальная сила находится в 

четвертом пролете от стыка (рисунок 3). 
Уравнения пяти моментов для каждой из 

десяти опор будут иметь вид: 
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7я:       004164410 98765  ...МММММ... st  

8я:       04164410 09876  stst МММММ...   
9я:       04164410 10987  stst ММММ...   
10я:     064410 1098  stst МММ...   
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В этом случае матрица жесткостей будет 
следующей: 
 

.

.

stst

stst

stst

st





































































64410000000

416441000000

41644100000

04164410000

00416441000

00041644100

00004164410

00000416441

000000416441

00000004164

  

(14) 
 
 
Здесь все обозначения прежние. 
Таким образом, по мере приближения колеса 

к стыковому пролету матрицы жесткостей будут 
изменяться следующим образом: 

- колесо находится в третьем пролете от 
стыкового пролета: 

 

.

st

stst

stst

stst

st





































































64410000000

416441000000

41644100000

04164410000

00416441000

00041644100

00004164410

00000416441

000000416441

00000004164

 

(15) 
- во втором пролете: 
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16) 
-в первом пролете: 
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17) 
 
-колесо находится в стыковом пролете: 
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(1

8) 

Далее, по мере удаления от стыкового 
пролета, матрицы будут симметрично изменяться 
в обратную сторону. 

Составляя определители матрицы жесткости 
и определители матрицы внешней загрузки, 
единичные опорные моменты расчитать по 
формуле: 

                          
 j

iM 
                       

(19) 
Зная единичные опорные моменты, 

рассчитываются упругие единичные прогибы 
опор (система уравнений 7), единичные прогибы 
в точке действия нагрузки (формула 5) и искомые 
приведенные вертикальные жесткости рельсовой 
нити. Эти значения используются в расчетах 
вертикальных динамических сил взаимодействия 
по описанной выше методике. 

Вывод. Таким образом, разработана 
математическая модель, которая позволяет 
определить приведенную к точке контакта колеса 
и рельса жесткость рельсовой нити, что позволяет 
определять вертикальные динамические силы 
взаимодействия пути и подвижного состава с 
учетом изменений параметров изгибной 
жесткости рельсовой нити в зоне стыка. 

Следует подчеркнуть, что влияние этих 
параметров на силы взаимодействия непрерывно 
изменяется в процесе движения, нелинейно 
зависит как от жесткости рельсовых опор так и от 
жесткости рельсов в не стыка и в зоне рельсового 
стыка. 
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