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ДИФРАКЦІЯ ПЛОСКОЇ МОНОХРОМАТИЧНОЇ 

ХВИЛІ НАПІВОБМЕЖЕНОМУ ДВОШАРОВОМУ 

СЕРЕДОВИЩІ 
 

Вступ. Розв’язання як окремих дифракційних задач та так і у цілому розвиток апарату 

кількісного опису поведінки електромагнітних хвиль у різноманітних середовищах має 

безпосереднє відношення до розвитку технологій управління електромагнітним 

випромінюванням (антени, лазери, фільтри, резонатори). 

У роботі розглядається двошарове періодичне напівобмежене двовимірне середовище 

з паралельною періодичності прямою лінією обмеження. Таке середовище допоюється 

півпростором, з повною однорідністю та ізотропією. Плоска монохроматична лінійно 

поляризована електромагнітна хвиля падає на дану шарувату структуру під деяким кутом 

до прямої розмежування. Дифракційна задача, що розглядається може стати основою або 

підзадачею для більш складних дифракційних задач. 

Під дифракцією розуміють ефект зміни форми електромагнітної хвилі при 

розповсюджені, тобто ефект зміни характеристик хвилі (швидкості, частоти, амплітуди 

тощо). Один із шляхів закласти основу у сучасній теорії дифракції полягає в уведені 

концепції дифракційно інертного середовища – середовища у якому хвиля при 

розповсюджені зберігає форму. 

У невибраній системі координат (позакоординатній формі), як відомо [1, 2], із 

загальної оптики, векторне хвильове рівняння для монохроматичного коливання в 

однорідному й ізотропному середовищі має вигляд (рівняння Гельмнольца):  

∆𝐸 + 𝑘2𝒏2𝐸 = 0                                                             (1) 

тут ∆ = ∇ ∙ ∇ = ∇2 – оператор Лапласа, 𝐸 – напруженість електричного поля, 𝑘 =
𝜔

с
 – 

хвильове число, 𝑐 – швидкість світла у порожнечі, 𝜔  – циклічна частота монохроматичного 

коливання, 𝒏 – коефіцієнт заломлення, Нижче будемо розглядати аналогічне скалярне 

хвильове рівняння (скалярне рівняння Гельмнольца): 

∆𝑢 + 𝑘2𝒏2𝑢 = 0,                                                            (2) 

тут ∆ = ∇ ∙ ∇ = ∇2 – скалярний оператор Лапласа, 𝑢 = 𝑢(𝑦, 𝑧) – шукана скалярна 

функція, 𝑦 , 𝑧 ∈ (−∞, +∞)  – незалежні просторові змінні.   

Для шаруватого середовища хвильове рівняння має наступний вигляд [3]: 

𝜇∆𝜇𝑢 + 𝑘2𝒏2𝑢 = 0,                                                       (3) 

тут 𝜇∆𝜇 = 𝜇∇
1

𝜇
∇ – модифікований оператор Лапласа, 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) – шукана скалярна 

функція, 𝒏 = 𝒏(𝑧) – коефіцієнт заломлення – кусково-стала функція, 𝑙  – період шаруватого 

середовища,  𝜇  – магнітна проникність, 휀  – діелектрична проникність – кусково-сталі  

(𝒏 = √휀𝜇). Згідно методу розділення змінних, загальний розв’язок рівняння (2) 
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представляється у вигляді з ряду Фур’є [4, 5]: 

𝑢 = ∑  𝑎𝜆𝑚
𝑒𝜆𝑚

∞

𝑚=−∞

 ,  

тут 𝑒𝜆𝑚
(𝑧) = 𝑒−𝑖(𝑘𝛼+𝜆𝑚)(𝑧−𝑧0) – розв’язки задачі Штурма-Ліувілля для рівняння (2), 

𝜆𝑚 =
2𝜋

𝑙
𝑚, (𝑚 = 0, ±1, … ), 𝑧0   – точка міжшарової границі, 𝛼 = cos 𝜑, 𝜑 – кут падіння 

хвилі. Відповідно, загальний розв’язок рівняння (3) має вигляд: 

𝑢 = ∑ 𝑌𝛽𝑛
𝑍𝛽𝑛

∞

𝑛=−∞

 

тут 𝑍𝛽𝑛
 – розв’язки задачі Штурма-Ліувілля для рівняння (3), 𝑛 =  0,   ± 1,… [4, 5]. 

Розв’язок хвильового рівняння (3) є елементом функціонального простору  

𝐇0  = { 𝑓 ∈ 𝐖2 (−
𝑙

2
,

𝑙

2
) , 𝑓𝑙

2

(0,1)
= 𝑓𝑙

2

(0,1)
}, тому цей розв’язок, очевидно, може бути 

представлений як у базисі {𝑒𝜆𝑚
}

𝑚= 0,   ±1,…
 так і у базисі {𝑍𝛽𝑛

}
𝑛= 0,   ±1,…

. Цією обставиною 

скористаємось на лінії розмежування шаруватої структури та півпростору.  
Необхідно здійснити перехід від однієї повної ортогональної систем до іншої, тобто 

представити розв’язки в єдиній системі ортогональних функцій, при 𝑦 = 0 [6, 7]. Складемо 

матрицю переходу від базису {𝑍𝛽𝑛
}

𝑛
 до базису  {𝑒𝜆𝑚

}
𝑚

. Отже, для коефіцієнтів Фур’є 𝑌𝛽𝑛
 

відносно базису {𝑍𝛽𝑛
}

𝑛
, (тобто 𝑢 = ∑ 𝑌𝛽𝑛

𝑍𝛽𝑛
∞
𝑛 ), отримаємо (L𝑚𝑛)(𝑌𝛽𝑛

) – коефіцієнти Фур’є 

у базисі {𝑒𝜆𝑚
}

𝑚
 , (L𝑛𝑚) – матриця переходу (матриця переходу складається зі скалярних 

добутків виду L𝑚𝑛 = (𝑍𝛽𝑛
, 𝑒𝜆𝑚

) ) [8, 9]. Цікавим, на думу авторів, є то факт, шо у матриці 

переходу (L𝑛𝑚) зворотна матриця дорівнює спряженої (транспонованої):  

(𝐿𝑛𝑚)−1 = 𝐿𝑚𝑛 . 

Далі вважатимемо 𝜇 = 1. Запишемо розв’язки рівнянь (2) і (3) на границі, при 𝑦 = 0 : 

1

𝑙
∑ 𝑌𝛽𝑛

 𝐿𝑛𝑚

∞

𝑛=−∞

= 𝛿0𝑚 + 𝐴𝜆𝑚
  ⇔

1

𝑙
(𝑌𝛽𝑛

) = (𝐿𝑛𝑚)
−1

(𝛿0𝑚 + 𝐴𝜆𝑚
) . 

Також маємо 2-ге рівняння на прямій розмежування середовищ (при 𝑦 = 0) : 

1

𝑙
∑ �̇�𝛽𝑛

 𝐿𝑛𝑚

∞

𝑛=−∞

= 𝑖𝑘𝑦𝛿0𝑚 + 𝑖𝛾𝑚𝐴𝜆𝑚
   ⇔

1

𝑙
(�̇�𝛽𝑛

)(𝐿𝑛𝑚) = (𝑖𝑘𝑦𝛿0𝑚 + 𝑖𝛾𝑚𝐴𝜆𝑚
), 

тут 𝛿𝑝𝑚 – символ Кронекера ( 𝜇 = 1). Порівнюючи останні рівняння приходимо до 

тотожності. Це означає, що сумісні рівняння виконуються для будь-яких коефіцієнтів 
Фур’є. 

Висновки. У роботі розв’язується дифракційна задача методом часткових областей. 
На прямій розподілу середовищ застосовується прийом в основі якого процедура 
переведення до спільного базису, шляхом побудови матриці переходу. Звертається увагу, 
що така матриця переходу має зворотну, яка у свою чергу, дорівнює транспонованої: 

(L𝑛𝑚)−1 = L𝑚𝑛. Ця обставина використовується при сумісному розв’язані рівнянь. Стає 

зрозумілим, що при 𝜇 = 1 рівняння, отримані на прямій розмежування обертаються в 
тотожність, тобто виконуються для будь-яких коефіцієнтів Фур’є. Це, мабуть, означає, що 
для будь-якої плоскої хвили, що падає на шарувате середовище дана дифракційна задача 
має розв’язок.  

Розглянута задача може бути застосована для більш складних дифракційних задач. 
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