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 ВСТУП 

Ці методичні вказівки присвячені одному з розділів курсу вищої  

математики – диференціальному численню функцій декількох змінних і 

його додаткам. Методичні вказівки містять в мінімальному об'ємі виклад 

вузлових розділів теми, яке може бути використаний як для першого 

ознайомлення з матеріалом перед читанням підручника, так і як довідкове 

керівництво при розв'язанні задач. 

 

ФУНКЦІЯ ДЕКІЛЬКОХ ЗМІННИХ 

Нехай D – довільна множина точок на площині R
2
 або в просторі R

3
. 

Якщо кожній точці DP  поставлено у відповідність за деяким правилом “f” 

число u, то говорять, що на множині D задана функція )(Pfu  . Оскільки 

кожна точка однозначно визначається своїми координатами, то );( yxfu   

(якщо DR
2
) або );;( zyxfu   (якщо DR

3
), та ми 

приходимо до поняття функції відповідно двох або 

трьох змінних. Множина D називається областю 

визначення функції, а x, у, z – незалежними 

змінними. 

Функція двох змінних );( yxfz   має 

геометричне зображення – графік, який складається 

з усіх точок (x; у; z)R
3
 таких, що (x;у)D, а 

);( yxfz  . Як правило, графік функції – деяка поверхня (мал.1). Функція 

повністю визначається заданням свого графіка.  

 

ГРАНИЦЯ І НЕПЕРЕРВНІСТЬ ФУНКЦІЇ ДВОХ ЗМІННИХ  

Нехай функція );()( yxfPfz   визначена в деякому околі
)

 точки 0P . 

Позначимо через );( 0 PP  – відстань між точками );( 000 yxP  та );( yxP , 

2
0

2
00 )()();( yyxxPP  . 

Говорять, що точка P наближається до точки )( 00 PPP  , якщо в 

процесі зміни координат точки P(x;y) 0);( 0  PP , що можливе тоді і тільки 

тоді, коли одночасно 0,0  yx . 

Число B називається границею функції )(Pfz  , при 0PP  

                                                 
)

 Під околом точки );( 000 yxP R
2
 розуміється будь-яке коло з центром в точці 0P , 

а під околом точки );( 0000 zyxP R
3
 будь-яка куля з центром в точці 0P . 

 
Рис. 1 
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 , 

якщо 0))((  PFB , коли 0);( 0  PP . 
 

Функція );( yxfz   називається неперервною в точці ро, якщо 

визначено значення );()( 000 yxfPf  , і  

);();(lim 00
0

yxfyxf
PP




. 

Функція називається неперервною в області**
)
 D R

2
, якщо вона 

неперервна в кожній точці D. 

Визначення границі та неперервності функції декількох змінних 

аналогійні цим поняттям для функції однієї змінни. Тому справедливі всі 

правила граничного переходу, та всі елементарні функції декількох змінних 

неперервні в своїх природних областях визначення. Значить, можна 

переходити до границі під знаком функції, якщо ця функція елементарна і 

визначена в деякому околі граничної точки. 

Приклад 3:  2ln
0cos

2ln)10(

)cos(

)2ln()1(
mil

1,0
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.  

ЧАСТИННІ ПОХІДНІ  

Нехай );( yxfz   – функція двох змінних. Зафіксуємо одну із змінних, 

наприклад у, а другій надамо приріст x . Частинним приростом функції по 

змінні x називається величина );();( yxfyxxfzx  . Аналогійно 

визначається частинний приріст по змінні у: );();( yxfyyxfzy  . 

Якщо приріст отримують обидві незалежні змінні, то різниця  

);();( yxfyyxxfz   називається повним приростом функції. 

Частинною похідною від функції двох змінних );( yxfz   по змінній 

x (позначається '' xx fz   або 
x

f

x

z









) називається границя відношення 

часного приросту функції по змінній x до приросту цієї змінної x  при 

умові 0x : 
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тобто похідна цій функції, обчислена в припущенні, що інша змінна у 

фіксована. 

Аналогійно визначається частинна похідна по у (x вважаємо 

фіксованим): 

                                                 
**)

 Визначення області див. на стор. 23. 
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Приклад 4.  yxy -    x z  22 43  

y, x    y  x   y xy  x'  z xxxx 32032)4()(3)( ''' 22   

y. x   y yx  x ' z yyyy 83)4()(3)( ''' 22   

Частинні похідні функцій більш ніж двох змінних обчислюються в 

припущенні, що всі змінні фіксовані, окрім однієї, по якій і обчислюється 

похідна. 

Приклад  4. 
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ДИФЕРЕНЦІАЛ  

Нехай функція );( yxfz   визначена в околі точки );(0 yxP , точка 

);( yyxxP   лежить в цьому околі та );( 0 PP  – відстань між 

точками 0P  та P . 

Якщо повний приріст );();( yxfyyxxff   функції 

);( yxfz   між точками 0P  та P  може бути представлено у вигляді  

  )(
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 обчислюються в точці 0P , а )( – нескінченно мала, коли 

0  (тобто коли 0PP  ), то функція );( yxf  називається 

дифференціюємой*) в точці 0P , а вираз 
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називається повним диференціалом функції );( yxf . 

Оскільки прирости незалежних змінних x, у співпадають з їх 

диференціалами dxx  , dyy  , то 

dy
y

f
dx

x

f
df









      (2) 

ТЕОРЕМА.  Достатня умова диференціюємості. 



Якщо функція );( yxfz   має в деякій області 2RD  неперервні 

частинні похідні );('' yxfz xx   й );('' yxfz yy  , то вона в цій області 

диференціюєма. 

Такі функції називаються тими, що неперервно диференціюються. 

Для функції трьох змінних );;( zyxfu   диференціал 

dz
z

f
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y

f
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f
df














  .    (3) 

Приклад  6. 32',43'32z 2223  xzxyxzyyxx yx . 

Частинні похідні неперервні при всіх (x; у)   функція диференціюєма в 

кожній точці площини і її диференціал 

dyxdxxyxdz )32()43( 22  . 

ПОХІДНІ СКЛАДНИХ ФУНКЦІЙ 

a)  Нехай );( vufz  , де u=u(x), v=v(x), тобто )())();(( xgxvxufz   – 

складна функція однієї змінни x. Тоді 

dx
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 .     (5) 

Приклад 8.  vtgx uxz  )(sin , де  xvxu tg,sin  
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б) Нехай );( vufz  , де u=u(x;у), v=v(x;у), тобто 

);());();;(( yxgyxvyxufz   – складна функція двох змінних. Тоді її частинні 

похідні 
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Обчисліть yz  /  самостійно. 



в)  Формули (5),  (6) легко розповсюджуються на випадки функцій більш 

ніж двох змінних. Наприклад, якщо, де u=u(x), v=v(x), w=w(x), то 
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г)  В окремому випадку, коли 1/,)(  xuxxu  з (7) витікає, що 
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Звичайна похідна dz/dx в лівій частині рівності (8) називається повною 

похідною функції ))();(;( xwxvxfz   по змінні x на відміну від похідної в 

правій частині рівності (8) – частинної похідної функції z=f(x;v;w) по 

першому з трьох аргументів. 

Приклад 10.  Знайти повну похідну від функції )( 23 vuxz  , де 

xvxu ch,sh  . 
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ЧАСТИННІ ПОХІДНІ ВИЩИХ ПОРЯДКІВ 

Розглянемо функцію );( yxfz  . Її частинні похідні );('' yxfz xx   й 

);('' yxfz yy   самі є функціями двох змінних. 

Частинні похідні від частинних похідних називаються частинними 

похідними другого порядку. Функція двох змінних має, таким чином, чотири 

частинні похідні другого порядку: 
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Диференціюючи частинні похідні другого порядку, отримаємо частинні 

похідні третього порядку: 
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Приклад 11.  54 222 yxxyyxz  

,8,22;18',242' ''''22 xzyzxyxzxyxyz yyxxyx   

.82)(,82)( '''''''' yxzzyxzz xyyxyxxy   



Частинні похідні ''
xyz  та (вони називаються змішаними похідними) 

виявилися рівні, що відбулося зовсім не випадково. 

ТЕОРЕМА. Якщо змішані похідні ''
xyz  та ''

xyz  нерервні в деякій області, 

то вони в цій області рівні . 

Наслідок. Результат повторного диференціювання не залежить від 

порядку диференціювання (наприклад '''''''''
yyxyxyxyy zzz  ), якщо всі 

виникаючі при обчисленнях похідні неперервні.  

ПОХІДНА ЗА НАПРЯМКОМ 

Нехай z=f(P) – функція двох змінних, що диференціюється в околі точки 

);( 000 yxP , };{ yx ll


l  – вектор, що задає деякий 

напрямок, );( 000 yyxxP   – точка на цьому 

напрямку (така, що вектор 


PP0  колінеарен вектору 


l  

(рис.5)). Очевидно, що ,cos,cos  yx  де 

PPPP 00 );(   , а 

||

cos,

||

cos




ll

yx
ll

 – 

направляючі косинуси вектора, тобто косинуси кутів між вектором 


l  і осями 

координат Ох і Oy відповідно. 

Величина );();()()( 00000 yxfyyxxfPfPfzl   називається 

приростом функції в даному напрямку. Границя відношення цього 

приросту до величини переміщення l  при умові 0l  

називається похідною за напрямком 


l  та позначається lz  / , 
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yxfyyxxf
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z
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Нескладно одержати більш зручні формули для обчислення похідної за 

напрямком, а саме, для функції двох змінних z = f(x;y) 
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для функції трьох змінних u = f(x;y;z) 
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де направляючі косинуси тривимірного вектора };;{ zyx lll


l  відповідно 

рівні 

 
Рис. 5 
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Похідна за напрямком характеризує швидкість зміни функції в даному 

напрямку 


l . 

Приклад 12. yxyz 2 , }4;3{


l . Знайти похідну lz  /  за 

напрямком 


l  та обчислити її в точці P0(1;2). 
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Оскільки lz  / <0, то функція в напрямку 


l  спадає. 

ГРАДІЄНТ 

Градієнтом функції декількох змінних u=u(P) називається вектор, 

координати якого є частинними похідними по відповідним незалежним 

змінним.  

Таким чином, для функції двох змінних );( yxfu   
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а для функції трьох змінних );;( zyxfu   
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Говорять, що в області nG R  (n=2, 3) задано векторне поле, якщо в 

кожній точці GP  заданий вектор )(PFF   (тобто задана вектор-функція 

декількох змінних). Отже, будь-яка диференціюєма в області G скалярна 

функція (скалярне поле) u=u(P) породжує в цій області векторне поле 

)(grad)( Pup F . Функція u(P) називається потенціалом векторного поля 

ugradF , а саме векторне поле F  називається потенційним полем. 

ТЕОРЕМА 1. Похідна за напрямком дорівнює проекції градієнта на цей 

напрямок u
l

u
gradпр

l





. 

Наслідок. Похідна за напрямком максимальна у напрямку градієнта, 

тобто градієнт направлений у бік найскорішого зростання функції, і в цьому 

напрямку |grad|
max

u
l

u

l

u
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ТЕОРЕМА 2. Градієнт функції двох змінних );( yxfu   в кожній точці 

);( 000 yxP  перпендикулярний до лінії рівня даної функції, що проходить 

через цю точку (якщо 0)(grad 0 Pu ). 

Наслідок. Похідна за напрямком l , який дотичен до лінії рівня, рівна 

нулю. 

НЕЯВНІ ФУНКЦІЇ ТА ЇХ ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ  

Розглянемо рівняння  
0);;( zyxF .      (9) 

Якщо для всіх (x;y) з деякої множини 2RD  існує така функція  (не 

обов'язково єдина), при підстановці якої в (9) ця рівність виконується 

тотожно в D, то говорять, що рівняння (9) визначає на множині D неявну 

функцію );( yxzz  . 

Приклад 13. Рівняння 0222  zyx  визначає неявно дві неперервні 

функції 2222 yxzyxz  та  (або одну двозначну функцію 

22 yxz  ) з областями визначення кожної 2RD . 

Проте отримати явну залежність );( yxzz   з рівняння вигляду (9) не 

завжди можливо, до того ж воно може і не визначати ніякої функції. Тому 

вельми важливо знать умови, які б гарантували існування такої неявно 

заданої функції );( yxzz  . 

ТЕОРЕМА. Про існування неявної функції. 

Нехай координати точки 3R  задовольняють рівнянню (9), причому 

функція );;( zyxF  та її приватні похідні );;(' zyxFx , );;(' zyxFy , );;(' zyxFz , 

неперервні в околі точки 0M , та 0);;( 000
' zyxFz . Тоді існує такий окіл 

точки 2
000 );( RyxP , в якій визначена єдина функція, що неперервно 

диференціюється, та задовольняє рівняння (9), така, що точка 0M  є точкою її 

графіка. 

Помітимо, що теорема не вказує методу знаходження цієї неявної 

функції, а тільки стверджує, що така функція існує. Проте виявляється, що 

частинні похідні 'xz  і 'yz  цієї невідомої функції можуть бути обчислені. 

Нехай умови теореми виконані, й );( yxzz   – неявна функція. 

Підставляючи її в рівняння (9), отримаємо тотожність, справедливу при всіх 

(x; у) з деякого околу точки 0P . Продиференціюємо обидва частини цієї 

тотожності по змінні x, використовуючи правило диференціювання складної 

функції. 



  0'0''' '''''
xzxxzxyxx zFFzFyFxF   
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Аналогійно визначається і частинна похідна 'yz : 

  0'0''' '''''
yzyyzyyxy zFFzFyFyF   
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  . 

Приклад 14. Точка )1;1;0(0M  задовольняє рівняння  

0eee  zzxy .     (10) 

;(;( ee)eeee)ee '' '' xyzxy
y

xyzxy
x xy yx zFzF   

 

1( ee)ee ''   zzxy
z zzF  – неперервні в околі точки 0M  функції, 

причому 01)1;1;0( e' zF . Значить, в околі точки )1;0(0P  існує єдина 

неявна функція, що задовольняє рівняння (10), така, що 1)1;0( z , причому її 

похідні  

1
',

1
'

e

e

e

e









z

xy

yz

xy

x
x

z
y

z  

неперервні в околі точки 0P , і 0)1;0(',)1()1;0(' 1e  
y

z
x zz . 

Зауваження. У разі, коли рівняння 0);( zxF  неявно визначає функцію 

однієї змінної, що диференціюється, можна, діючи аналогійно, обчислити 

звичайну похідну 
'

'

)('

z

x

F

F
xz


 , якщо 0' zF . 

ДОТИЧНА ПЛОЩИНА ДО ПОВЕРХНІ І ГЕОМЕТРИЧНЕ  

ЗНАЧЕННЯ ДИФЕРЕНЦІАЛА 

Геометричне зміст диференціала функції двох змінних );( yxfz   

пов'язано з дотичною площиною до поверхні, яка визначаєтьсяною цією 

функцією. 

Нехай );( yxfz   функція, що 

диференціюється в околі точки );( 000 yxP , а 

поверхня S – її графік. Розглянемо перетин поверхні 

площиною 0yy   і проведемо дотичну пряму в 

точки 0P  до лінії перетину. Аналогійним чином 

побудуємо дотичну до лінії перетину площиною 

0xx   (рис.6).  

Площина, що проходить через ці дві дотичні, які 

перетинаються, називається дотичною площиною 

 
Рис. 6 



до поверхні );( yxfz   в точці );( 000 yxP . Її рівняння  

)();()();( 000
'

000
'

0 yyyxfxxyxfzz yx     

 (11)  

де );( 000 yxfz  . 

Можна показати, що для будь-якої лінії на поверхні, що проходить через 

точку );;( 0000 zyxM , дотична пряма, проведена до лінії через цю точку, 

лежить в дотичній площині. 

Позначимо 000 ,, zzzyyyxxx   – прирости змінних в 

дотичній площині. З (11) витікає, що 

dzyyxfxyxfz yx  );();( 00
'

00
'  . 

Таким чином, для всіх точок дотичної площини dzz  , тобто 

диференціал функції );( yxfz   дорівнює приросту аплікати z точки на 

дотичній площині, відповідному приростам аргументів x  та y . 

НОРМАЛЬ ДО ПОВЕРХНІ  

Вектор N , який перпендикулярен дотичній площини, називається 

нормальним вектором до поверхні, а пряма, перпендикулярна до 

дотичної площини, що проходить через точку дотику, називається 

нормаллю до поверхні в даній точці. 

З рівняння (11) вектор }1);;(:);({ 00
'

00
'  yxfyxf yxN  є нормальним до 

поверхні );( yxfz   (причому будь-який вектор, пропорційний йому, 

}1;;{ ''  yx ffN  – теж нормальний). Звідси витікає, що рівняння нормалі 

до поверхні в точці );;( 0000 zyxM  має вигляд 

1);();(

0

00
'

0

00
'

0
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Хай тепер поверхня S задана неявним рівнянням 0);;( zyxF , яке 

визначає в околі точки );( 000 yxP  функцію );( yxfz  , що диференціюється, 

причому );( 000 yxfz  . Згідно правилу диференціювання неявної функції 

(якщо 0);;( 000
' zyxFz ) 
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Для зручності помножимо N  на множник '
zF , отримаємо інший 

нормальний вектор };;{ '''
zyx FFF



N , де всі похідні обчислюються в точці 



);;( 0000 zyxM . Таким чином, приходимо в цьому випадку до рівняння 

нормалі  

)()()( 0
'

0

0
'

0

0
'

0

MF

zz

MF

yy

MF

xx

zyx








.    (12') 

Помітимо тут же, що рівняння дотичної площини можна записати у 

вигляді 

0))(())(())(( 00
'

00
'

00
'  zzMFyyMFxxMF zyx .  (11') 

Хоча раніше було зроблено припущення, що 0);;( 000
' zyxFz , але 

рівняння (11'),(12') справедливі і коли 0);;( 000
' zyxFz . Вони не мають 

сенсу тільки в тому випадку, якщо все три частинні похідні дорівнюють 

нулю одночасно. 

Точка );;( 0000 zyxM  називається особливою точкою поверхні 

0);;( zyxF , якщо 0)(,0)(,0)( 0
'

0
'

0
'  MFMFMF zyx . 

В особливій точці дотична площина і нормаль до поверхні не визначені. 

Приклад 15:  Знайти рівняння дотичної площини і нормалі до конуса 
2224 zyx    (рис.7) в крапках )4;10;3(M  й )0;0;0(O . 

Розв'язок: zFyFxF zyx 8,2,8 '''  . 

32)(,20)(,24)( '''  MFMFMF zyx , значить, в точці M нормальний 

вектор }32;20;24{ N , рівняння дотичної площини має вигляд 

0)4(32)10(20)3(24  zyx  

або після розкриття дужок і скорочення на 4  

0856  zyx , 

а рівняння нормалі – 

32

4

20

10

24

3 







 zyx
. 

В точці )0;0;0(O , 0,0,0 '''  zyx FFF  

значить, це особлива точка поверхні, і в ній дотична 

площина і нормаль не визначена. 

ЕКСТРЕМУМИ ФУНКЦІЇ  ДВОХ ЗМІННИХ 

Точка 2
000 );( RyxP  називається точкою екстремуму функції двох 

змінних );( yxfz  , а саме точкою максимуму або точкою мінімуму, 

якщо функція визначена в околі точки 0P , та її значення в цій точці 

);( 000 yxfz   є відповідно найбільше або найменше значення функції в 

 
Рис. 7 



цьому околі. Значення функції в точках екстремуму називаються 

екстремальними. 

Розглянемо необхідні і достатні умови існування екстремуму. 

ТЕОРЕМА 1.  Необхідна ознака екстремуму. 

Якщо в точці );( 000 yxP  функція );( yxfz  , що диференціюється, має 

екстремум, то її частинні похідні дорівнюють в цій точці нулю: 

0)(',0)(' 00  PzPz yx . 

Проте умови 0)(',0)(' 00  PzPz yx  (вони називаються умовами 

стаціонарності функції) не є достатніми, тобто їх виконання не гарантує 

існування екстремуму в точці 0P . 

ТЕОРЕМА 2. Достатня ознака екстремуму. 

Нехай функція );( yxfz   має в точці );( 000 yxP  неперервні частинні 

похідні другого порядку (двічі неперервно дифференцируема) і точка 0P  – її 

стаціонарна точка, тобто 0)(',0)(' 00  PzPz yx . Позначимо через   

визначнк 

 2''''''''''''''
''''

''''

);( xyyyxxyxxyyyxx
yyyx

xyxx
zzzzzzz

zz

zz
yx  . 

Тоді: 

a) Якщо, то в точці 0P  є екстремум, причому  

у випадку 0)( 0
'' Pzxx  (або 0)( 0

'' Pzyy ) – мінімум  

а у випадку 0)( 0
'' Pzxx  (або 0)( 0

'' Pzyy ) – максимум. 

б) Якщо, то в точці 0P  екстремуму немає (такі точки називаються 

сідловими). 

в) Якщо 0)( 0  P , то для відповіді на питання про існування 

екстремуму потрібне додаткове дослідження з використанням диференціалів 

третього або більш високого порядку (невизначений випадок). 

Приклад  18. Знайти екстремуми функції  

yxyxyxxz 21127 223  . 

Знайдемо стаціонарні точки: 

.2,3

,0,1

,09123

,1

,0222'

,01123'

22

11
2

2
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Таким чином, функція має дві стаціонарні точки )0;1(1P  і )2;3(2P . 

Обчислюємо значення визначника )( 1P  й )( 2P : 

).2(12)();(2,2,146 2''''''''''''''  xzzzyxzzzxz xyyyxxyxxyyyxx  



Звідки 012)21(12)( 1  P , значить, в точці )0;1(1P  є екстремум, а 

оскільки 02'' yyz , то цей екстремум – максимум і його значення 

5)0;1( z . 

012)23(12)( 1  P , значить, в точці )2;3(2P  екстремуму немає. 

Це – сідлова точка. 

ВИЗНАЧЕННЯ ЕМПІРИЧНОЇ  ЗАЛЕЖНОСТІ МЕТОДОМ 

НАЙМЕНШИХ КВАДРАТІВ 

Експерементальні дані часто використовують для встановлення 

функціональної залежності одних величин від інших. Наприклад, при різних 

температурах nxxxT ,...,, 21  виміряна довжина металевого стержня 

nyyyL ,...,, 21 , тобто отримана таблично задана функція )(TfL  . Виникає 

задача визначення за експерементальними даними аналітичної формули для 

цієї функції. Такі формули називаються емпіричними. 

При розв'язанні цієї задачі, перш за все, з аналізу експерементальних 

даних або інших міркувань встановлюється вид шуканої залежності. 

Наприклад, передбачається 

наявність лінійної залежності 

baxy  . Можуть розглядатися і 

складніші функції: квадратична 

cbxaxy  2 , дробово-

раціональна 
dcx

bax




 та інші. Тут ми 

розглянемо найпростіший випадок 

визначення лінійної залежності 

baxy  . Задача звелася до визначення відповідних коефіцієнтів а і b. 

Представимо експерементальні дані на графіку (рис.12), на якому  

зобразимо також шукану функцію baxy   (її графік – пряма). Позначимо 

через i  нев'язки або погрішності формули, тобто різниці експерементальних 

даних iy  і теоретичних значень цієї величини: baxy iii  . Поява 

нев'язки практично неминуча, оскільки, навіть якщо між величинами у і x є 

точна лінійна залежність, наврядчи вдасться провести пряму через все 

експерементальні точки через помилки вимірювань. 

Природно вважати найкращою таку залежність, для якої невязки в 

сукупності будуть (в деякому розумінні) найменшими. Суть методу 

найменших квадратів полягає в тому, що параметри а і b підбираються так, 

щоб була мінімальною сума квадратів всіх невязок. Таким чином, задача 

зводиться до визначення точки мінімуму функції 

 
Рис. 12 
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Знайдемо стаціонарні точки з умови 0,0 
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приходимо до системи 
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Перевіряючи достатні умови існування екстремуму, можна 

переконатися, що знайдена стаціонарна точка (а;b) і є шукана точка мінімуму 

(це витікає, втім, із змісту задачі). 

Приклад 19. Знайти за допомогою методу найменших квадратів рівняння 

лінійної залежності за експерементальними даними, зведеними в таблицю 

ix  1 2 3 4 5 

iy  0,4 1,0 1,2 1,4 1,8 

Розв'язок. За формулами (14) знаходимо F=5, G=15, H=55, A=5,8, 

B=20,6. Звідси, в силу (15) 2,0;32,0  ba . Таким чином, шукана залежність 

має вигляд 2,032,0  xy . Представимо знайдену лінійну залежність і 

експерементальні дані на графіку (мал. 13). Видно, що знайдена залежність 

достатньо добре апроксимує дані. 

НАЙБІЛЬШЕ І НАЙМЕНШЕ ЗНАЧЕННЯ  ФУНКЦІЇ В 

ЗАМКНУТІЙ ОБМЕЖЕНІЙ ОБЛАСТІ  

Розглянемо декілька визначень. 

 
Рис. 14 



Точка P називається внутрішньою точкою множини nD R , якщо 

вона належить D разом з деяким свїм околом.  

Точка Q називається граничною точкою множини D, якщо в будь-

якому її околі є як точки, що належать множині D, так і точки, що не 

належать цій множині (рис.14). Сукупність всіх граничних точок 

множини D називається його межею. 
 

Множина nD R  називається відкритою областю (або просто 

областю), якщо всі її точки внутрішні і будь-які дві з них можна з'єднати 

лінією, всі точки якої належать множині D. Якщо до області D 

приєднати її межу, то отримана множина точок називається замкнутою 

областю і позначається D .  
 

Область називається обмеженою, якщо вона повністю лежить у 

середині деякого околу початку координат. 

 ТЕОРЕМА. Неперервна функція двох змінних 

досягає своїх найбільшого і найменшого значень в 

замкнутій обмеженій області D  або у середині області 

в точках екстремуму, або на її межі (мал. 15). 

Висновок. Щоб знайти найбільше або найменше 

значення функції двох змінних, що диференціюється, в 

замкнутій обмеженій області D  треба:  

1. Знайти всі стаціонарні (підозрілі на екстремум) 

точки у середині області і обчислити в них значення функції. 

2. Знайти найбільше або відповідно найменше значення функції на межі 

області, тобто знайти умовний екстремум функції одним з 

вищевикладених методів. 

3. Порівняти ці значення і вибрати з них 

потрібне. 

Приклад  23. Знайти найбільше і найменше 

значення функції yxyxz 2422   в замкнутій 

області D , обмеженій лініями 0x , 62;0  yxy  

(рис.16). 

Розв'язок. а) Знайдемо всі стаціонарні точки 

функції у середині області D : 
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Отже, усередині області D  є єдина стаціонарна точка )1;2(0P  і функція 

приймає в ній значення 5)1;2()( 0  zPz . 

б) Розіб'ємо межу D  на три відрізки OA, OB і AB. На кожному з них 

нам необхідно вирішити задачу знаходження умовного екстремуму, для чого 

 
Рис. 15 

 
Рис. 16 



ми скористаємося першим з викладених вище методів, виключаючи за 

допомогою рівняння зв'язку одну із змінних. Проте повністю вирішувати ці 

задачі ми не будемо, а знайдемо тільки точки підозрілі на екстремум. 

На ділянці OA: xxxfzxy OA 4)(]6;0[,0 2  . Ця функція 

неперервно диференціюється і може досягати своїх найбільшого і 

найменшого значень або у ередині відрізка в стаціонарній точц, або на його 

кінцях. Стаціонарні точки знаходимо з рівняння 

0,2042)(
'

 yxxxzOA . Функція в цій точпці )0;2(1P  приймає 

значення 4)( 1 Pz . Обчислимо також значення функції на кінцях відрізка в 

крапках О(0;0) і А(0;6): 12)(,0)(  AzOz .  

На ділянці OB: yyygzyx OB 2)(]3;0[,0 2  . Критичну точку 

знаходимо з рівняння yyygzyx OB 2)(]3;0[,0 2  . Функція 

приймає в цій точці )1;0(2P  значення 1)( 2 Pz . Обчислюємо значення 

функції в точці B: 3)( Bz . 

На ділянці AB:  ]6;0[,26 xyx  

121852)26(4)26()( 222  yyyyyyyhzAB . 

Прирівнюючи нулю похідну цій функції 01810)(
'

 yyzAB , одержуємо 

координати її критичної точки: 4,2;8,1  xy . Функція приймає в цій точцці 

)8,1;4,2(3P  значення 2,4)( 3 Pz . 

Порівнюючи значення функції в точках OBAPPPP ,,,,,, 3210 , знаходимо, що 

12)(max,5)(min 0  AzzPzz
DD

 



ІНДИВІДУАЛЬНІ  ЗАВДАННЯ  

ЗАВДАННЯ 1       Обчислити dxdz / , використовуючи правило 

диференціювання складної функції, якщо )(),(, xvvxuuuz v  . 

1. x v,xu sin1   

2. x  vx, u cossin   

3. xvx,u tgcos   

4. xvx,u tgln   

5. 3arcsin  xvx,u  

6. xvx,u arccoscos   

7. xxvx,u ln5arctg   

8. 4ctg 2  xvx,u  

9. xv,xu sin53   

10. xvx,u tgarcctg   

11. xxvx,u 4cos   

12. xxvx,u lntg   

13. xvx,u ctgln   

14. xxvx,u 2ctg 2   

15. xvx,u tgarccos   

16. xxvx,u  sin  

17. xvx,u sincos   

18. xvx,u costg   

19. xxvx,u lnctg 2   

20. xv,xxu arcsin3   

21. xvx,u cosarccos   

22. xv,xxu arctg5 2   

23. xvx,u arctgtg   

24. xvx,xu cos3   

25. xvx,xu ctg23   

26. xxvx,u 4sin 2   

27. xvx,xu tgln2   

28. xvx,u arcsinctg   

29. xv,xxu sin22   

30. xxvx,u ln2tg 2   

 

ЗАВДАННЯ 2        Знайти, використовуючи правило диференціювання 

складної функції, xz  /  та yz  / , якщо );( vufz  , де );( yxuu  , );( yxvv  . 

1. 
223 ln yxvy,xuv,uz   

2. xyvyxuv,uz  ,cossin  

3. xyvy,xuu,vz 22tg   

4. x/yvy,xuuv,uz  sin22  

5. 
22cos xyvy,xuv,uz   

6. yxv,exuuv,vz y  22 3  

7. /yxvy,xu,vuuz 23 ln   

8. x-yv,yxuv,uz  2ctg3  

9. 
123 ln5  xyvx,yu,vuz  

10. xyv,exuv,uz y  arcsin  

11. yxvy,xu,vuz  22)1)(3(  

12. xyv,yxuv,uz  3arctg  

13. y/xvy,xu,evz y  22 2  

14. xyvy,xuv,uvuz cossin32   

15.  xyev,yxu,vuz  )2ln(  

 

16. y/xvx,yuu,uvvz  cos22  

17. 
yxev,xyuv,uz  ctgtg  

18. yxvy,xuv,uz  44arctg  

19. yxv,yeu,vuvuz x 2cos2 222   

20. yxv,xyuu,vz 32arcsin   

21. /xyvx,yu,v-uuz 22 3ln   

22. xyv,yxuu,vz 22tg2 2   

23. 
xyev/yxu,vuz 323 2   

24. /yxv,xyu,vuz 332 24)3)(1(   

25. 
123 5arctg  xyv,xyuu,vz  

26. xyvy,xu,vuvz 3sin22cos3 2   

27. xyv,yxuv,uz  2tg)4(  

28. 
323 22ln yxvy,xuu,vz   

29. 
323tgcos xyv,yxuv,uz   

30. y/xv,xyu,vuv-uz 542 22   
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ЗАВДАННЯ 3              Дана поверхня S рівнянням 0);;( zyxF , точка 

);;( 000 zyxM . Потрібно пересвідчитися, що точка SM  , та знайти нормальний 

вектор N  до поверхні S в точці M, що утворює гострый кут з оссю Oz. 

Написати рівняння дотичної площини та нормалі до поверхні S в точці M. 

№ S );;( 000 zyxM  № S );;( 000 zyxM  

1.  09469 222  zxzyx  (3; 0; –4) 2.  01422 222  zyyxx  (1; 1; 2) 

3.  0122  222   zyx  (1; 1; 1) 4.  0444222  zyxzyx  (4; 4; 0) 

5.  0122 222  zyx  (1; 2; 2) 6.  068222 222  zzyxx  (2; 0; 3) 

7.  044 222  zyx  (-2;0,5;1) 8.  010442 22  zxyx  (3; 4; 5) 

9.  0853 222  xzzyx  (2; 2; 4) 10.  024222 222  zxzyx  (0; 1; 2) 

11.  094 22  yxz  (2; 1; –1) 12.  04224 222  zxyxz  (–1; 0,5; 2) 

13.  07447 222  zyx  (1; 1; 1) 14.  054 222  zyx  (0,5;0;-2) 

15.  010222  zyx  (2; 2; –1) 16.  0123 22  zyx  (4; 2; 2) 

17.  0164 222  zyx  (1; –2; 4) 18.  088862 222  zyxx  (1; 2; 2) 

19.  012422  zyx  (3; 4; 1) 20.  0128 222  zyxx  (2; 1; 1) 

21.  04222  zyx  (1; 1; –2) 22.  014282 222  zzyxx  (2; 3; 1) 

23.  022  yxz  (1; 1; 0) 24.  05649 222  zyzyx  (0; –4; 3) 

25.  072 222  zyx  (0;–3; 4) 26.  062282 222  zzyxx  (3; 0; 2) 

27.  022 22  zyx  (4; 2; 4) 28.  06442 22  zyyx  (4; 3; 5) 

29.  04242 222  zyyxx  (1; 1; 2) 30.  022422 222  zxyxz  (2; 1; 0) 
 

ЗАВДАННЯ 4              Задано скалярне поле );;( zyxuu   та напрямок l


: 

а) Знайти ugrad  та похідну за напрямком lu  / .  

б) Знайти усі частинні похідні другого порядку від функції );;( zyxu .  

№ );;( zyxu  l


 № );;( zyxu  l


 

1.   zxyx  )1ln( 22  (1; 1; 2) 2.  )ln( 222 xzzx   (3; 0; –4) 

3.  zxyxy 8)3ln(4   (4; 4; 0) 4.  zxxy arctg)1ln( 2   (1; 1; 1) 

5.  xy/zx 4)5ln( 2   (2; 0; 3) 6.  1)ln( 22  yzxyex  (1; 2; 2) 

7.  zxyx 52   (3; 4; 5) 8.  )( yxyzxy   (-2;0,5;1) 

9.  zyxz 32   (0; 1; 2) 10.  xzyx arctg2   (2; 2; 4) 

11.  
2yzyx   (–1; 0,5;2) 12.  222)1(ln yxz   (2; 1; –1) 

13.  
22 4)13(ln( xyyz   (0,5; 0;–2) 14.  yzxz arctg)2(2   (1; 1; 1) 

15.  yxzx/y 2)arctg(   (4; 2; 2) 16.  yzxyx  2)(sin  (2; 2; –1) 
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№ );;( zyxu  l


 № );;( zyxu  l


 

17.  xzyxz  )1ln( 2  (1; 2; 2) 18.  /zxxyz )(   (1; –2; 4) 

19.  xzyx  42  (2; 1; 1) 20.  )3ln( 22 zyxyz   (3; 4; 1) 

21.  xzyyx )(   (2; 3; 1) 22.  2 xyzyz  (1; 1; –2) 

23.  244 zxxy   (0; –4; 3) 24.  yxx/yz )arctg(  (1; 1; 0) 

25.  22 zyxy/xz   (3; 0; 2) 26.  yxzzx 2)4/arccos()3(   (0;–3; 4) 

27.  xyzx   (4; 3; 5) 28.  )( yxxzyx   (4; 2; 4) 

29.  )/arcsin( zyx  (2; 1; 0) 30.  zyxyz arctg)(2 2  (1; 1; 2) 

 

ЗАВДАННЯ  5  Дослідити функцію );( yxfz   на екстремуми та обчислити 

экстремальні значення. 

1. 31212632 223  yxyyxxz  

2. 11893182 223  xyxxyxz  

3. 68126 223  xxyyxyz  

4. 41231818 223  yyxyxyz  

5. 11812633 223  yxyyxxz  

6. 158422 222  yyxyxyyxz  

7. 32012562 223  xxyyxyz  

8. 718632 222  yyxyxyyxz  

9. 410301536 223  yxyyxxz  

10. 32342 222  xxyxxyyxz  

11. 7366123 223  yyxyxxz  

12. 5332 222  yyxyxyyxz  

13. 1236663 223  xyxyxyz  

14. 3642 222  xxyxxyyxz  

15. 24729186 223  yyxyxxz  

16. 710432 222  yyxyxyyxz  

17. 3463 223  xyxyxyz  

18. 7463 222  xxyxxyyxz  

19. 88243 223  yyxyxxz  

20. 352 2223  yxxyxz  

21. 15242189 223  xyxyxyz  

22. 422 222  xyxxyyxz  

23. 924249 223  yyxyxxz  

24. 223 222  xyxxyz  

25. 42632 223  xyxyxyz  

26. 32168 222  yyxyxz  

27. 842432 223  yyxyxxz  

28. 122424243 223  xyxyxxz  

29. 243633 223  xyxyxyz  

30. 644 222  yyxyxz  

ЗАВДАННЯ  6   Для значень 54321 54321   x,x,x,x,x  задано відповідні 

значення )5,...,1( iyi . Потрібно за цими даними знайти за допомогою метода 

найменьших квадратів рівняння лінійной залежності b axy  . Представити 

експерементальні данні та шукану лінію на графіку. 
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№ 1y  2y  3y  4y  5y  

1. 1,48 1,68 2,53 2,88 3,72 
2. 1,57 2,17 2,51 2,83 3,43 
3. 1,47 2,03 2,63 3,23 3,47 
4. 1,56 1,94 2,34 2,92 3,55 
5. 1,26 1,66 2,74 3,34 3,46 
6. 0,98 2,68 5,03 6,88 9,22 
7. 1,07 3,17 5,01 6,83 8,93 
8. 0,97 3,03 5,13 7,23 8,97 
9. 1,06 2,94 4,84 6,92 9,05 
10. 0,76 2,66 5,24 7,34 8,96 
11. 1,39 2,42 2,35 3,32 3,37 
12. 1,62 1,81 2,41 3,16 4,02 
13. 1,19 1,89 2,59 3,12 3,39 
14. 1,73 2,12 2,27 2,87 3,52 
15. 1,67 1,83 2,77 2,68 3,39 

 

№ 1y
 2y

 3y
 4y

 5y
 

16. 0,89 3,42 4,85 7,32 8,87 
17. 1,12 2,81 4,91 7,16 9,52 
18. 0,69 2,89 5,09 7,12 8,89 
19. 1,23 3,12 4,77 6,87 9,02 
20. 1,17 2,83 5,27 6,68 8,89 
21. 0,39 2,42 3,35 5,32 6,37 
22. 0,62 1,81 3,41 5,16 7,02 
23. 0,19 1,89 3,59 5,12 6,39 
24. 0,73 2,12 3,27 4,87 6,52 
25. 0,67 1,83 3,77 4,68 6,39 
26. 0,48 1,68 3,53 4,88 6,72 
27. 0,57 2,17 3,51 4,83 6,43 
28. 0,47 2,03 3,63 5,23 6,47 
29. 0,56 1,94 3,34 4,92 6,55 
30. 0,26 1,66 3,74 5,34 6,46 

ЗАВДАННЯ 7    Знайти найбільше та найменьше значення функції );( yxfz   

в замкнутій області, обмеженій вісями координат та прямою φ(x;y)=0. 

№ );( yxfz   0);(  yx  № );( yxfz   0);(  yx  

1.  32122 22  yxyxz  01223  yx  2.  2442 22  yxyxz  02045  yx  

3.  14422 22  yxyxz  03 yx  4.  3684 22  yxyxz  0102  yx  

5.  4 xyxyz  03056  yx  6.  33  yxxyz  02874  yx  

7.  3422 22  yxyxz  03 yx  8.  4663 22  yxyxz  03056  yx  

9.  12422  yxyxz  01553  yx  10.  1120852 22  yxyxz  0102 yx-  

11.  32  xyxyz  02052  yx  12.  532  yxxyz  01223  yx  

13.  26122 22  yxyxz  02874  yx  14.  718832 22  yxyxz  082  yx  

15.  7442 22  yxyxz  02045  yx  16.  983025 22  yxyxz  06  yx  

17.  42  yxxyz  01553  yx  18.  222  yxxy-z  082  yx  

19.  183025 22  yxyxz  06  yx  20.  1684 22  yxyxz  0102  yx  

21.  2663 22  yxyxz  03056  yx  22.  46122 22  yxyxz  02874  yx  

23.  23  xyxyz  08  yx  24.  133  yxxyz  0153  yx  

25.  62422  yxyxz  01553  yx  26.  520852 22  yxyxz  0102  yx  

27.  418832 22  yxyxz  082  yx  28.  32122 22  yxyxz  01223  yx  

29.  723  yxxyz  0102  yx  30.  63 x-yxy-z   02434  yx  
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