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Вступ 

Диференціальним називається рівняння, яке містить незалежні 
змінні, невідому функцію і її похідні. Диференційне рівняння (ДР) для 
функції однієї змінної називається звичайним ДР, а для функції ба-
гатьох змінних – ДР в частинних похідних. Порядком ДР називається 
порядок старшої похідної в ньому. 

 У даних методичних вказівках будемо вивчати звичайні ДР. 
В результаті інтегрування звичайного ДР невідома функція може бу-
ти знайдена явно або неявно (тобто невідома функція входить в де-
яке співвідношення). В першому випадку знаходять розв’язок, а в 
другому інтеграл ДР. При інтегруванні ДР в загальному випадку не-
відома функція, а також співвідношення із невідомою функцією, ви-
ражається через невизначені інтеграли і тому залежить від довіль-
них сталих. Кількість довільних сталих при даному аргументі дорів-
нює порядку ДР. Розв’язок ДР (інтеграл), який залежить від довіль-
них сталих, називається загальним розв’язком (або інтегралом) . 
Розв’язок (інтеграл) ДР, який відповідає конкретним значенням дові-
льних сталих, називається частинним розв’язком (інтегралом). 
 

1 Диференціальні рівняння першого порядку.  
Задача Коші 

Будемо вивчати ДР, які можна розв’язати відносно похідної 
)(' xy  невідомої функції )(xy ; тобто можна представити у вигляді 

).().,()(' 11yxfxy   

Розв’язати задачу Коші для рівняння першого порядку означає знай-
ти невідому функцію або співвідношення, які задовольняють (1.1) і 
відповідають умові 00)( yxy  . 

В залежності від властивостей ),( yxf  можуть бути різні 

розв’язки ДР. 

Якщо ),( yxf  неперервна і має неперервну похідну 
y

f




 в обла-

сті D  на площині XOY , то ДР (1.1) має тільки один розв’язок, який 
відповідає умові 00 )( yxy  . Тобто, через кожну точку ),( 000 yxM  в 

області D  проходить тільки одна крива (інтегральна крива ), яка від-
повідає розв’язку ДР (1.1). Ця інтегральна крива відповідає певному 
значенню довільної сталої C  в загальному розв’язку ДР, конкретне 
значення якої відповідає розв’язку рівняння 0),(

0
yCxy  . 
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Якщо в деяких точках порушується умова неперервності ),( yxf  

і 
y

f




, то розв’язок в цих точках може не існувати або існувати більше 

одного розв’язку. Такі точки називаються особливими . Сукупність 
особливих точок можуть утворювати лінії на площині XOY . Ці лінії 
(особливі лінії) відповідають особливим розв’язкам ДР. При цьому 
рівняння особливої лінії неможливо одержати із загального розв’язку  
ДР (1.1) ні при якому значенні довільної сталої C . В кожній точці 
особливої лінії порушується єдиність розв’язку, тобто через кожну 
точку на особливій лінії проходить хоча б одна лінія, яка відповідає 
конкретному значенню довільної сталої C  в загальному розв’язку. 
Ми будемо вивчати як правило не особливі розв’язки. 

Розглянемо деякі типи ДР першого порядку. 
 

1.1 Рівняння з відокремлюваними змінними 

Ці рівняння можна представити у вигляді 
)2.1()()(' ygxfy =  

Тобто похідна може бути представлена у вигляді добутку фун-
кції тільки x  ( )(xf ) на функцію тільки ))(( ygy . При цьому 0)( yg . 

Розв’язати це рівняння можна в три етапи: 
1) за формулою dxydy '=  переписати (1.1) у вигляді 

;)()( dxygxfdy   

2) поділити обидві частини на )(yg , тобто ;)(
)(

dxxf
yg

dy
      

3) проінтегрувати обидві частини (оскільки ліва частина залежить 
тільки від y , а права тільки від x ) і одержати загальний інтег-

рал ДР (1.2) 

   ).(.)(
)(

31Cdxxf
yg

dy
 

 До розв’язків (1.3) ДР (1.2) необхідно додати сталі значення 
ay  , для яких 0)( ag , оскільки 0'' ==ay . 

 

1.2 Однорідне рівняння першого порядку 

В цьому рівнянні похідна 'y  може бути представлена у вигляді 

функції відношення 
x

y
, тобто 

).(.)(' 41









x

y
fxy  
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Для розв’язання (1.4) вводимо нову змінну zxzyzxy
x

y
z +=== ',,  і  

).(.
)(

'),(' 51
-

x

zzf
zzfzxz   

Останнє рівняння представляє собою рівняння з відокремлюваними 
змінними . Загальний інтеграл (1.5) має вигляд 

  


).(.lnlnlnln
)(

61CxCxC
x

dx

zzf

dz
 

Тепер замість z  підставляємо 
x

y
z   і одержуємо співвідношення між 

xiy . 
 

1.3 Лінійні рівняння 

Рівняння першого порядку: 
)7.1()()(' xQyxPy   

називають лінійним. Функції )()( xQixP  називаються коефіцієнтами. 

Якщо ,0)( xQ  то лінійне рівняння називається однорідним або ДР 

без правої частини. Якщо ,0)( xQ  то лінійне рівняння називається 

неоднорідним або ДР з правою частиною. Для розв’язання ДР (1.7) 
представимо )(xy  у вигляді добутку ).()( xvxuy   Будемо вважати 

)(xu  розв’язком однорідного лінійного рівняння, тобто  

).(.)(' 810 uxPu  

Якщо перенести uxP )(  вправо, то одержимо рівняння з відокремлю-

ваними змінними uxPu )('  , розв’язок якого має вигляд 

).(.)(
)(

91
 dxxP
exu  

Тут ми взяли частинний розв’язок ДР (1.8). Тепер  
 yxPy )('   ).().(')(' 101xQuvvuxPu   

Оскільки вираз у квадратних скобках дорівнює нулю, то  

  ).(.
)(

)(
)(

)(

)(
' 111Cdx

xu

xQ
xv

xu

xQ
v  

Якщо підставити )()( xvixu  в )(xy , то можна одержати загальний 

розв’язок лінійного рівняння 

)(xyзн ).(.)(
)()(

121











CdxexQe
dxxPdxxP

 

З цієї формули бачимо, що  
а) лінійне рівняння першого порядку може бути завжди вира-

жено через інтеграли від );()( xQixP  
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б) загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння може 
бути представлений у вигляді суми загального розв’язку однорідного 
рівняння зоy  і частинного розв’язку неоднорідного рівняння чнy  

).(),()()( 131xyxyxy чнзозн   

  зоy Cx )( ,
)( dxxP

e   )(xyчн  
 dxexQe

dxxPdxxP )()(
)( . 

При розв’язанні конкретних рівнянь використання формули (1.12) 
досить складне, тому краще скористатися схемою, яка приводить до 
(1.12). 
 

1.4 Рівняння Бернуллі 

Ці рівняння мають вигляд: 

)14.1(.1,0,)()('  nyxQyxPy n  

Якщо поділити обидві частини на ny  і ввести нову змінну 

,
1 1

1

n

n
y

y
z 


  то для z  одержуємо лінійне рівняння  

).().()()()('),(
)('

15111
1

xQnzxPnzxQ
y

xP

y

y
nn




 

Далі розв’язуємо рівняння для z  і знаходимо nn xzxzxy   11

1

)()()( . 

 Рівняння Бернуллі, як і лінійне ДР (1.7), можна розв’язувати з 
допомогою підстановки )()( xvxuy  , де 0)('  uxPu . 

 

1.5 Приклади розв’язання завдань 

Приклад 1.1 

132 )4('  xeyy      (1.16) 

Це рівняння з відокремлюваними змінними (1.2), де 
13)(  xexf , 4)( 2  yyg . Ми одержуємо послідовно: 

 

 .;

;;)(

  











Cedxe
y

arctg
y

dy

dxe
y

dy
dxeydy

xx

xx

1313

2

13

2

132

3

1

22

1

4
3

4
241

 

Результат розв’язання ДР можна записати у вигляді загального інте-

грала Ce
y

arctg x  13

3

2

2
 і загального розв’язку:  

)( Cetgy x  13

3

2
2 .    (1.17) 
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Приклад 1.2 

522 


x

x
e

xsin

y
y ctgx      (1.18) 

Це лінійне неоднорідне рівняння (1.7) з ,
sin

1
)(

2 x
xP   

5
)(

2 


x

x
exQ ctgx , nx  . 

Нехай .uvy   Для u маємо ДР з відокремлюваними змінними 

0
sin

'
2


x

u
u  

Знайдемо його розв’язок : 

 

 



.ln
sin

)

;
sin

)

ctgxeuctgxu
x

dx

u

du

x

dx

u

du

2

2

2

1

 

Для v(x) одержуємо 

   





 .)5ln(
2

1

55)(

)(
)( 2

22
CxCdx

x

x
Cdx

x

x

e

e
Cdx

xu

xQ
xv

ctgx

ctgx

 
Загальний розв’язок ДР (1.18) має вигляд 





  Cxeuvxy ctgx

зн 5ln)( 2 .   (1.19) 

При цьому .5ln,)( 2  xeyCexy ctgx

чн

ctgx

зо  
 

Приклад 1.3 

)20.1(exp'
3

3

2

2

x

y

x

y

y

x
y 














  

 

Це однорідне рівняння першого порядку. При цьому  00  yx , . 

Вводимо  zxy
x

y
z  zxzy  '' . 

Тоді рівняння (1.20) прийме вигляд  ,' z
z

e
zxz

z


2

3

або 
xz

e
z

z

2

3

' . 

Отримали ДР з відокремлюваними змінними. 

Далі одержуємо .
x

dx
dzez z  32   Знайдемо загальний інтеграл: 

.
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 dzez z32

 x

dx
. 

Для обчислення  
 dzez z32   вводимо нову змінну  

dzzdtzt 23 3   
 dzez z32 3

3

1

3

1

3

1 ztt eedte   . Тому за-

гальний інтеграл має вигляд: 

,)ln(ln

,lnlnln

333

3

3

3

1









CxeCxe

CxCxe

zz

z

 

3

3

3

3 1

)(
ln)ln(exp
Cx

Cx
x

y














  .  

Загальний розв’язок має вигляд 

3

1

333

3 11












)(
lnln,

)(
lnln

Cx
xy

Cxx

y
.   (1.21) 

 

Приклад 1.4 

.
cos

'
yx

x

x

y
y

2

3

2

3

2
     (1.22) 

Це рівняння Бернуллі (n  = -
2

1
). При цьому 00  yx , . Помножимо 

обидві частини на y . Тоді  .
cos

'
x

x

x

y
yy

22

3

3

2

3

2
   Вводимо 

'.','', zyyyyzyz
3

2

2

3
2

3

  Для z одержуємо лінійне рівняння 

.
cos

'
2

x

x

x

z
z   

Нехай uvz   тоді 

x
u

x
xu

x

dx

u

du

x

u
u

11
lnlnln0' 








 . 

Для v(x) маємо  

   CxdxC
xu

x
v

xu

x
v

x

x
uv 2

222

cos
coscos

'
cos

'   

   .2sin
4

1

2
2cos1

2

1
Cx

x
Cdxx  
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Тому .2sin
4

1

2

11
2sin

4

1

2 x

C
x

xx
Cx

x
uvz 








  Тепер можна напи-

сати загальний розв’язок рівняння Бернуллі: 

3

2

3 2 2sin
4

1

2

1
)()( 









x

C
x

x
xzxy .               (1.23) 

 

2 Диференціальні рівняння другого порядку 

 Розглянемо ДР, які розв’язані відносно другої похідної: 
)',,( yyxfy '' .     (2.1) 

Якщо функція )',,( yyxf  неперервна разом з частинними похідними 

y

f




 і 

y

f




 в області D  у тривимірному просторі (з координатами 

',, yyx ) то існує тільки один розв’язок ДР (2.1), який відповідає умо-

вам 00 )( yxy  , 00 ')(' yxy  , де 0y  і 0'y  числа. Тобто, в площині XOY  

при заданому тангенсу кута нахилу кривої в т. ),( 000 yxM  проходить 

тільки одна крива. Загальний розв’язок ДР (2.1) містить дві довільні 
сталі. Задачею Коші для ДР (2.1) називається задача знаходження  
частинного розв’язку, який відповідає умовам 00 )( yxy  , 00 )( yxy  , 

де 0y  і 0'y  – числа. Тому для розв’язання задачі Коші одержуємо 

систему двох рівнянь, одне з яких представляє собою умову  

00 )( yxy  , а інше умову 00 ')(' yxy  . 

 Частинні розв’язки ДР (2.1) відповідають конкретним значен-
ням довільних сталих . Відзначимо, що окрім розв’язання задачі Коші 
можливі й інші способи знаходження значень довільних сталих. 
 

2.1 Рівняння другого порядку  
які допускають зниження порядку 

 В деяких випадках можна розв’язати ДР другого порядку з до-
помогою зниження порядку . Найбільш просто знижується порядок і 
навіть інтегрується ДР вигляду   )('' xfy  . Для інтегрування цього 

ДР достатньо двічі проінтегрувати ліву і праву частини цього рівнян-
ня.  
 Розглянемо інші ДР які допускають зниження порядку. 
 1. Рівняння виду 0)'',',( yyxF . Ці рівняння не містять невідо-

мої функції )(xy . До таких рівнянь відносяться ДР  

)',('' yxfy  .     (2.2) 
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 Для їхнього інтегрування позначимо )(' xpy  . Тоді 

'')'('' pyy   і ми одержуємо ДР першого порядку для функції )(xp : 

),(' yxfp  .     (2.3) 

 Якщо позначити розв’язок цього рівняння  ),()( 1Cxxp  , то 

можна одержати загальний розв’язок 

   211 ),(),( CdxCxyCx
dx

dy
 .   (2.4) 

 2. Рівняння виду 0)'',',( yyyF . В таких рівняннях немає явно 

незалежної змінної x . Прикладом таких ДР є рівняння  
)',( yyfy  .     (2.5) 

Для інтегрування цього ДР вводимо заміну  )(' ypy  . Тоді  

dy

dp
p

dx

dy

dy

dy
y 

'
'  

і ми одержуємо ДР 

),( pyf
dy

dp
p  .     (2.6) 

Це ДР першого порядку для функції )(yp , яку розглядаємо як функ-

цію від y  - невідомої функції ДР (2.5). Якщо знайдено загальний 

розв’язок (2.6) 

dx
Cy

dy
dxCydyCy

dx

dy
p 

),(
),(),(

1
11


 ,  (2.7) 

то можна написати загальний інтеграл ДР (2.5) 

  2
1),(

Cx
Cy

dy


.    (2.8) 

 

Приклад 2.1.1 

.
1

'
3'

2

3

x

x

x

y
y


      (2.9) 

Це рівняння не містить явно у. Як і в (2.2) вводимо  
)(,' xpppy   Тоді  

.
1

3'
2

3

x

x

x

p
p


  

Це лінійне рівняння першого порядку для функції р(х). Нехай 

,)( uvxp   тоді  03'
x

u
u  

33lnln3ln3 xuxxu
x

dx

u

du
 . 
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Для v(x) маємо  

22

3

2

3

1

1
)('

)()1(
)('

1
)()('

x
xv

xux

x
xv

x

x
xuxv








 , 

 


 1121

1
)( CarctgxCdx

x
xv , 

і   ,')( 3
1

3 xCarctgxxyxp   

      2
3

1
3)( CdxxCarctgxdxxdxxpy . 

Знайдемо  arctgxdxx3  з допомогою інтегрування частинами: 

 arctgxdxx3  









 dx
x

x
xarctg

x

x
vdxxdv

dx
x

duarctgxu

2

44

4

1
3

1

211

14

1

4

4
,

1

1
,

 

 





 dx

x

x
xarctg

x
2

44

1

11

4

1

4
 










 dx

x
xxarctg

x
2

2
4

1

1
1

4

1

4
= 

1

34

4124

1

4
C

xx
xarctgxarctg

x
 . 

Тому  

.
44

1

4124
)( 2

41
34

Cx
C

arctgx
xx

xarctg
x

xy   (2.10) 

 
Приклад 2.1.2 

  yeyy 3''     (2.11) 

Це рівняння не містить явно x. Як і в (2.5) вводимо 

dy

dp
pypy  '',' . 

Тоді 

  023 







 yy ep

dy

dp
pep

dy

dp
p , , 



 .

)(

yep
dy

dp
б

Cxypa

2

0





 

Одержали рівняння з відокремлюваними змінними. 

 



1

112

11

Ce
pCe

p
Cdye

p

dp
y

yy . 
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Таким чином 
1

1

Cedx

dy
y 

   і      .21 CdxdyCe y Одержуємо за-

гальний інтеграл: 

21 CxyCe y  .     (2.12) 
 

2.2 Лінійні рівняння 

 Рівняння  
0)()(  yxqyxpy      (2.13) 

називається лінійним однорідним диференціальним рівнянням 
(ЛОДР) другого порядку, або рівнянням без правої частини. Рівняння 

)()()( xfyxqyxpy  ,    (2.14) 

при 0)(xf  називається лінійним неоднорідним диференціальним 

рівнянням (ЛНДР) другого порядку або рівнянням з правою части-
ною. Як і для лінійних рівнянь першого порядку загальний розв’язок 

)(xyзн  ЛНДР можна представити у вигляді суми загального розв’язку 

)(xyзо  ЛОДР і частинного розв’язку )(xyчн  ЛНДР: 

)(xyзн = )(xyзо + )(xyчн .     (2.15) 

 У випадку довільних функцій )(xp  і )(xq  (коефіцієнтів) ЛОДР 

(2.13) не розв’язується, тобто не існує формули подібної до (1.12) 
для лінійних рівнянь першого порядку. Але властивості лінійних рів-
нянь спрощують пошук розв’язків ЛНДР. 
 У випадку довільних функцій )(xp  і )(xq  (коефіцієнтів) ЛОДР 

(2.13) не існує формули, яка дозволяє виразити )(xy  через інтеграли 

від функцій )(xp  і )(xq  (на відміну від лінійних рівнянь першого по-

рядку (1.7) для яких є розв’язок (1.12)). 
 

2.2.1 Однорідні рівняння 

 Нехай функції )(xy1  і )(xy2  є частинні розв’язки ЛОДР (2.13). 

Тоді їхня лінійна комбінація: 
)()()( xyCxyCxy 2211  ,    (2.16) 

де 1C  і 2C -сталі, також є розв’язок цього ДР. Функція  )(xy  (2.16) бу-

де загальним розв’язком (2.13), якщо )(xy1  і )(xy2  є лінійно незале-

жні функції. Для лінійної незалежності двох функцій )(xy1  і )(xy2  не-

обхідно і достатньо, щоб був відмінний від нуля визначник Вронсько-
го (вронскіан): 

1221
21

21
)( yyyy

yy

yy
xW 


 .    (2.17) 
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Функції )(xy1  і )(xy2  лінійно незалежні  ( 0)( xW ), якщо відношення 

)(

)(

2

1

xy

xy
є функція від x . 

 При одному відомому частинному розв’язку )(xy1  ЛОДР (2.13) 

можна знайти другий частинний розв’язок )(xy2  за формулою  


 dx

xy
exyxy

dxxp

)(

1
)()(

2
1

)(
12 .    (2.18) 

 

2.2.2 Неоднорідні рівняння 

 Частинний розв’язок )(xyчн  ЛНДР (2.14) можна одержати при 

відомих частинних лінійно незалежних розв’язках ЛОДР (2.13) )(1 xy   

і  )(2 xy . Якщо в (2.16) сталі 1C  і 2C  замінити на функції, то  )(xy  в 

(2.16) вже не буде розв’язком ЛОДР. Тому  )(xyчн  можна шукати у 

вигляді 
)(xyчн = )(1 xC )(1 xy + )(2 xC )(2 xy .   (2.19) 

Для похідних  )(
'
1 xC   і  )(2

' xC  маємо систему лінійних алгебраїчних 

рівнянь 











)()()(

0)()(

2
''

21
''

1

2
'
21

'
1

xfyxCyxC

yxCyxC
.    (2.20) 

Звідси легко знайти  

 dx
xW

xfxy
xC

)(

)()(
)( 2

1 ,     dx
xW

xfxy
xC

)(

)()(
)( 1

2 ,  (2.21) 

де )(xW  вронскіан (2.17). Після підстановки (2.21) в (2.19) одержуємо 

)(xyчн . Описаний метод розв’язання ЛНДР (2.14) називається мето-

дом варіації довільних сталих. 
Загальний розв’язок ЛНДР (2.14) можна представити у вигляді  

  )()()()()( 2211 xyxCxyxCxyзн  









  dx
xW

xfxy
xydx

xW

xfxy
xy

)(

)()(
)(

)(

)()(
)( 1

2
2

1     (2.22) 

Вираз у квадратних дужках в (2.22) є )(xyзо , а у фігурних дужках -

)(xyчн . 
 

2.3 Лінійні рівняння зі сталими коефіцієнтами і  
правою частиною спеціального вигляду 

Вивчимо лінійні неоднорідні диференціальні рівняння (ЛНДР) зі 
сталими коефіцієнтами і правою частиною спеціального вигляду 
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at
n etPtqytpyty )()()(')(''  ,     (2.23) 

де p, q, a -числа. )(tPn  - многочлен (поліном) степені n. Для деяких n 

поліноми мають такий загальний вигляд  

.)(,

,)(,

,)(,

,)(,

01
2

2
3

33

01
2

22

011

00

3

2

1

0

atatatatPn

atatatPn

atatPn

atPn









(2.24) 

Відмітимо, що права частина (2.23) при комплексному  ia   мо-

же бути представлена у вигляді 

,sin)(cos)( tetQtetP t
m

t
n        (2.25) 

де )(tQm  поліном степені m. При 0a  права частина зводиться до 

поліному, а при 0n  до експоненти (або, наприклад до tsin  і tcos  

для уявного ia  ). Рівняння (2.23) можна розв’язати без викорис-

тання формули (2.22), тобто без знаходження невизначених інтегра-
лів. 

Розглянемо два метода розв’язання задачі Коші рівняння 
(2.23), тобто знайдемо такі розв’язки(2.23), які задовольняють умо-
вам: 

    00 00 '', yyyy  ,      (2.26) 

де 00 ', yіy  задані числа.  
 

2.3.1 Загальний розв’язок ЛНДР 

Загальний розв’язок ЛНДР, як розв’язок будь якого лінійного 
диференціального рівняння, можна представити у вигляді суми за-
гального розв’язку )(tyзо  лінійного однорідного диференціального 

рівняння ЛОДР і частинного розв’язку )(tyчн  ЛНДР (2.15). 
 

A) Загальний розв’язок ЛОДР 

Загальний розв’язок ЛОДР, відповідного (2.23) 
0)()(')(''  tqytpyty       (2.27) 

шукаємо у вигляді ktety )( , де числа k є розв’язки алгебраїчного ха-

рактеристичного рівняння 

02  qpkk ,       (2.28) 

яке одержують з (6) замінами .)('',)(',)(
21 ktyktyty   При 

відомих розв’язках (7) 
2

42

21

qpp
k


,  маємо  
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).(,

).(,
)(

302

292

2121

2121
21

kkkякщоetCC

kkякщоeCeС
ty

kt

tktk

зо

де С1 і С2 - довільні числа. У випадку комплексних  ik 2,1  















4

,
2

2p
q

p
  можна використати формулу Ейлера 

tisintcose ti    і окрім (2.30) написати  

 tBtAety t
зо  sincos)(      (2.31) 

 

Б) Метод невизначених коефіцієнтів для ЛНДР 

Частинний розв’язок ЛНДР (2.23) шукаємо у вигляді 
ta

n
r

чн etPtty )(
~

)(  ,    (2.32) 

де )(
~
tPn  - поліном з невідомими коефіцієнтами степені n (як і )(tPn ) в 

(2.23)), r-кількість коренів характеристичного рівняння (2.27), які до-
рівнюють числу a  в правій частині (1). В таблиці 1 наведені )(tyзо  і 

)(tyчн  для різних akk ,, 21 . 

Таблиця 2.1. Розв’язки )(tyзо  ЛОДР і )(tyчн  ЛНДР (2.23) при різних 

значеннях a  і коренів характеристичного рівняння ., 21 kk  

Права частина 
(2.23) 

Корені (2.28) 

aikk ,, 21  
r )(tyзо  )(tyчн  

1 2 3 4 5 

at
n etP )(  

a -дійсне 21

21

, kaka

дійсніkk





 

0 tktk
eCeС 21
21   

at
n etP )(
~

 

at
n etP )(  

a -дійсне ka

kkk



 21
 0 

 

kkkякщо

etCC kt





21

21 ,
 at

n etP )(
~

 

комплексне

ia

ttQ

ttPe

m

n
t











)sin)(

cos)((

 

2

1

21

ka

ka

дійсні

kk







 0 tktk
eCeС 21
21   

),max(

]sin)(

cos)([

nml

ttV

ttUe

l

l
t
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1 2 3 4 5 

комплексне

ia

ttQ

ttPe

m

n
t











)sin)(

cos)((

 

ak

ak

комплексні

ik







2

1

2,1 

 0 

tktk
eCeС 21
21  =

tAe t  cos(  

)sin tB   
),max(

]sin)(

cos)([

nml

ttV

ttUe

l

l
t











 

at
n etP )(  

a -дійсне 

2

1

21

ka

або

ka

дійсні

kk







 1 tktk
eCeС 21
21   

at
n etPt )(
~

 

Права частина 
(2.23) 

Корені (2.28) 

aikk ,, 21  
r )(tyзо  )(tyчн  

комплексне

ia

ttQ

ttPe

m

n
t











)sin)(

cos)((

 

ak

або

комплексні

ik



















2

2,1

,










 

1 

tktk
eCeС 21
21  =

te  

)sincos( tBtA  

 

 

),max(

]sin)(

cos)([

nml

ttV

ttUte

l

l
t











 

at
n etP )(  

a -дійсне ak

kk



 21
 2 ktetCC )( 21   

kt
n etPt )(
~2  

 
Відмітимо, що при комплексному a  можливі випадки коли 

0)(0)(  tQабоtP mn  (тобто в правій частині (2.23) присутні тільки 

tcos  (без tsin ) або тільки tsin  (без tcos )), в цих випадках 

)(tyчн  необхідно шукати з двома поліномами однакової степені 

),max( nml   при .cossin tit   

 Щоб знайти )(tyчн  необхідно визначити коефіцієнти naaa ,..., 10  в  

01
1

1)(
~

atatatatP n
n

n
nn  

  .  (2.33) 

Для визначення цих коефіцієнтів обчислюємо )(tyчн  і )(tyчн , які потім 

підставляємо в ЛНДР (2.23). Після цього прирівнюємо коефіцієнти 

при однакових виразах tetet tjatj  cos(  і tet tj  sin для  

),...,1,0(), njia   . 
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В результаті визначаємо поліном )(
~
tPn  а з ним і )(tyчн , а за форму-

лою (2.15) одержуємо ).(tyзн  
 

2.3.2 Розв’язання задачі Коші 

 На основі загального розв’язку задача Коші за методом неви-
значених коефіцієнтів розв’язується в три етапи. На першому етапі 

).(tyзн  і знайдена похідна ).(' ty зн обчислюються при 0tt  . В резуль-

таті одержуємо два співвідношення, які розглядаємо як систему двох 

лінійних алгебраїчних рівнянь відносно невідомих сталих 1C  і 
2C
 в 

(2.29), або А і В в (2.30) для комплексних 1k . і 2k . На другому етапі 

знаходимо розв'язок цієї системи 1C  і 2C , або A . і B . На третьому 

етапі 1C та 2C , або A  та B , підставляємо в )(tyчн  і одержуємо 

розв’язок задачі Коші. Далі розглянемо приклади розв’язання задачі 
Коші для ЛНДР різних рівней складності. 

 

2.4 Приклади  

Приклад 2.4.1 

Дано лінійне неоднорідне диференційне рівняння другого по-
рядку зі сталими коефіцієнтами 

),()()(')('' tftqytpyty i  

і початкові умови 00 ')0(',)0( yyyy  . 

Розглянемо розв’язання задачі Коші на основі загального розв’язку. 
Для демонстрації різних варіантів пошуку )(tyчн  ЛНДР в цьому за-

вданні розглянуто три різних правих частин рівняння (2.23), де 
0)0(',2)0(,49,14  yyqp , тобто )()(49)('14)('' tftytyty i  

1) ;5)( 4
1

tetf   

2) ;3)( 7
2

tetf   

3) ;2cos5)(3 tttf   

В першому варіанті наше рівняння має вигляд 

0)0(',2)0(

,5)(49)('14)('' 4





yy

etytyty t

   (2.34) 

а) знайдемо розв’язок задачі Коші на основі загального 
розв’язку. 

чнзозн yyy  , 

де зоy  - загальний розв’язок однорідного рівняння 

0)(49)('14)(''  tytyty . 
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Складемо характеристичне рівняння: 

70)7(04914 21
22  kkkkkk  - двокра-

тний корінь рівняння, тому загальний розв’язок однорідного рівняння 
має вигляд:  

зоy = tt teCeC 7
2

7
1

  .    (2.35) 

Тепер знайдемо частинний розв’язок чнy . 

Права частина має спеціальний вигляд: 

;)(5)( 4 at
n

t etPetf  де    0,4;5)(0  natP . 

Перевіримо чи буде 4a  коренем характеристичного рівняння: 
074  rka  - кількість коренів характеристичного рівняння, 

які дорівнюють а. Тому шукаємо чнy  у вигляді: 
tatatr

чн AeetPetPty 4
00 )(
~

)(
~

 , 

де А – невідома стала. Для того щоб знайти цю сталу використовує-
мо те ,що чнy  - розв’язок рівняння, тому при підстановці його в ЛНДР 

ми повинні отримати тотожність. Знайдемо похідні: 

.16

4

1

14

49

4

4

4

t
чн

t
чн

t
чн

Aey

Aey

Aey







 

отже  .
121

5
512154941416 444444  AeAeeAeAeAe tttttt  

Таким чином, 

t
чн ey 4

121

5
 .    (2.36) 

Загальний розв’язок має вигляд:  

ttt
зн eteCeCy 47

2
7

1
121

5
  .   (2.37) 

Тепер відшукаємо частинний розв’язок, враховуючи початкові 
дані: 0)0(',2)0(  yy . 

Спочатку знайдемо 

   tttt
зн eteCeCeСy 47

2
7

2
7

1
121

20
77'  

.0
121

20
7)0('

,2
121

5
)0(

21

1





CCy

Cy

 



 21 

Отримали систему для визначення сталих С1  і С2, знайдемо її 
розв’язок: 







































11

149

121

1639
121

237

7
121

20
121

5
2

121

20
7

121

5
2

2

1

12

1

21

1

C

C

CC

C

CC

C
 

  розв’язок задачі Коші має вигляд: 

ttt eteey 477

121

5

121

1639

121

237
  .   (2.38) 

В другому варіанті маємо задачу Коші 

.0)0(',2)0(

,3)(49)('14)('' 7



 

yy

etytyty t

   (2.39) 

Аналогічно попередньому прикладу будемо шукати розв’язок у 
вигляді (2.15) і для зоy  маємо (2.35), як і раніше 

зоy = tt teCeC 7
2

7
1

  . 

Знайдемо чнy . Права частина має спеціальний вигляд 

at
n

t etPetf )(3)( 7   де    0,7;3)(0  natP . 

277 21  rkka  - кількість коренів характеристичного рі-

вняння, які дорівнюють а.  Тому шукаємо чнy  у вигляді 
tatatr

чн AetetPtetPty 72
0

2
0 )(

~
)(

~  , 

де А невідома стала. Для того, щоб знайти цю сталу, використовує-
мо те що, чнy  є розв’язок рівняння. Тому при підстановці його в 

ЛНДР ми повинні отримати тотожність. Знайдемо похідні: 

).22849(''

)72('

1

14

49

27

27

72













ttAey

ttAey

eAty

t
чн

t
чн

t
чн

 

Підставимо чнy , чнy ' , чнy ''  у рівняння: 

,)(
2

3
32349982822849 7772227   AeAeetttttAe tttt  

t
чн ety 72

2

3  .     (2.39) 

Загальний розв’язок має вигляд: 

ttt
зн etteCeCy 727

2
7

1
2

3   .     

Для визначення сталих 1C , 2C  використаємо початкові умови. 

Спочатку знайдемо похідну 
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ttttt
зн etetetCeCeCy 7277

2
7

2
7

1
2

21
377'  

.






















14

2

07)0('

2)0(

2

1

21

1

C

C

CCy

Cy

. 

Таким чином одержали розв’язок задачі Коші   

ttt
зн etteey 7277

2

3
142   .   (2.40) 

3) В третьому варіанті маємо ЛНДР 

.0)0(',2)0(

,2cos5)(49)('14)(''





yy

tttytyty

   (2.41) 

 В цьому ЛНДР права частина представляє собою добуток 
многочлена першого порядку t  на t2cos . Згідно з табл. 1 частинний 
розв’язок шукаємо у вигляді 

ttBBttAAyчн 2sin)(2cos)( 1010   

 Для визначення коефіцієнтів знаходимо похідні, підставляємо 
їх у рівняння і прирівнюємо коефіцієнти в лівій і правій частинах по 
черзі при tttttt 2cos,2sin,2cos,2cos . Тоді 

.2cos52sin)(492cos)(492cos)22(14

2sin)22(142sin)444(

2cos)444(49'14''

1010101

101101

101

ttttBBttAAttBBA

ttAABttBBA

ttAAByyy чнчнчн







Одержуємо систему рівнянь 





















.02845

04142845

52845

04142845

11

1100

11

1100

AB

ABAB

BA

BABA

 

Розв’язок цієї системи  

;0801,0
53

225
;0174,0

53

2590

53

3770

21330 


 AA  

.0498,0
53

140
;0192,0

53

2860

2130  BB  

 Загальний розв’язок ЛНДР  

ttetССty t
зн 2cos)0801,00174,0()()( 7

21   + 

tt 2sin)0498,00192,0(  .   (2.42) 
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 Тепер знайдемо розв’язок задачі Коші 
,0174.220174.0)0( 11  CCyзо  

 

ttt

tttetCCCty t
зо

2cos)0498.00192.0(22sin0498.0

2sin)0801.00174.0(22cos0801.0)(7)(' 7
212



 

 

.0801.1400192.020801.07)0(' 212  CCCy зо  

 Таким чином одержуємо розв’язок задачі Коші 

.2cos)0801.00174.0()0801.140174.2()( 7 ttetty t   + 

t2sin)0498.00192.0(     (2.43) 
 

Приклад 2.4.2 

)(
9

3'2''
2

3

tf
e

e
yyy

t

t




 . 

.0)0(',2)0(  yy  

   (2.45) 
 Знайдемо спочатку загальний розв’язок цього ЛНДР: 

)()()( tytyty чнзозн  . 

З допомогою характеристичного рівняння 0322  kk  одержуємо 
корені 3,1 21  kk  і частинні розв’язки ЛОДР 

ttkttk
eetyeety 3

21
21 )(,)(   . 

Тоді tt
зо eCeCyCyCty 3

212211)(   . 

Частинний розв’язок ЛНДР шукаємо у вигляді 

2211 )()()( ytCytCty  .     (2.46) 

тепер )(1 tC  і )(2 tC  функції. Для цих функцій, згідно з (2.20) , маємо 

систему рівнянь  
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2

3
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2
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t
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tt

e

e
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 Визначник системи (вронскіан) 

t

tt

tt

e
ee

ee
xW 2

3

3

4
3

)( 
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 Розв’язок системи  
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e

e
dt

tW

tfty
tC

t

t
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1
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)()(
)(

2

4
2

1 ,    (2.47) 
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 dt
e

dt
tW

tfty
tC

t 9

1

4

1

)(

)()(
)(

2

1
2 .    (2.48) 

 Знайдемо ці інтеграли  

,
~

)9ln(
2

1

9

1~
)9ln(ln

18

1

1

9

1

92

1

)9(2

1

2

2
9

1

2
2

2

2

2

2
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dtedu
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(2.49) 
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1
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1

~
9ln9

2

1~
9ln9

2

1

9

9
1

2

1
CeeCuudu

u

tt 









  .(2.50) 

 
 Після підстановки цих інтегралів в (2.47), (2.48) одержуємо 

)(1 tC  і )(2 tC : 

 

.)9ln(
2

1

36

1
)(

,)9ln(9
8

1
)(

2
2

22
1













t

tt

ettC

eetC

 

 Підставляємо вирази для )(1 tC  і )(2 tC  в (2.46) і одержуємо 

)(tyчн . Для )(tyзн  маємо 

)(tyзн =  


 )9ln(9
8

223
21

tt
t

tt ee
e

eCeC  

       + 







 )9ln(

2

1

36

2
3

t
t

et
e

. (2.51) 
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 С1 і С2 в (2.51) числа. 
 Щоб розв’язати задачу Коші знаходимо )0(y  і )0(y . Для чисел 

С1 і С2 одержуємо систему рівнянь 





























.10ln
72

1

2

1

10ln
8

9

8

13

10ln
6

7

8

1
3

210ln
9

10

8

1

2

1

21

21

C

C

CC

CC
 

 Підставляємо ці значення 1C , С2 і одержуємо розв’язок задачі 

Коші 

)(ty = 






 








 




10

9
ln

2

1
18

3610

9
ln913

8

232
2

ttt
t

t e
t

ee
e

e
. (2.52) 

 

3 Системи диференціальних рівнянь 

Розглянемо систему двох лінійних ДР для функцій )(tx  і )(ty  









)(

)(

tfyaxay

tfyaxax

22221

11211
     (3.1) 

При 0)()( 21  tftf  ми маємо однорідну систему. Якщо хоча б 

одна з функцій )(1 tf  або )(2 tf  відмінна від нуля, то система неодно-

рідна. 
Існують різні методи розв’язання систем. Загальний розв’язок 

неоднорідної системи можна представити у вигляді загального 
розв’язку однорідної системи і частинного розв’язку неоднорідної си-
стеми. Задачу Коші 0000 )(,)( ytyxtx   можна розв’язати на основі 

загального розв’язку, а для систем із сталими коефіцієнтами також 
операційним методом.  

 

3.1 Метод виключень 

Систему (3.1) можна звести до звичайних лінійних рівнянь дру-
гого порядку окремо для )(tx  і окремо для )(ty . Для розв’язання сис-

теми достатньо одержати рівняння для однієї функції, знайти її, а 
потім знайти другу функцію. 

Одержати звичайне ДР другого порядку можна в три етапи. 
1 Обираємо функцію і рівняння із системи для цієї функції і 

диференціюємо за t . Ліворуч одержуємо другу похідну обраної фун-
кції, а праворуч алгебраїчну суму похідних двох невідомих функцій.  

2 В правій частині останнього рівняння замість похідної ін-
шої функції підставляємо її вираз з іншого рівняння системи. Право-
руч одержуємо алгебраїчну суму вибраної функції та іншої функції. 
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3 Підставляємо вираз для іншої функції з вибраного рів-
няння в праву частину рівняння для другої похідної обраної функції. 

Після цього одержуємо лінійне рівняння, яке містить обрану фун-
кцію, її першу і другу похідні, а також функції )(1 tf  і )(2 tf  разом з їхні-

ми похідними. 
 З цього рівняння можна знайти загальний розв’язок ЛНДР для 
обраної функції. Щоб знайти загальний розв’язок іншої функції вико-
ристовуємо обране рівняння системи. При цьому необхідно знайти 
похідну обраної функції. 
 

3.2 Метод Ейлера для однорідних систем  
зі сталими коефіцієнтами 

Якщо коефіцієнти 22,211211 ,, aaaa  в (3.1) сталі, то розв’язки си-

стеми містять функції kte , де k  - корені характеристичного рівняння 
для ),(txзо  і )(tyзо . Для знаходження цих коренів не обов’язково оде-

ржувати рівняння другого порядку. Ці корені за методом Ейлера мо-
жна знайти з визначника рівного нулю 

0
2221

1211






kaa

aka
.    (3.2) 

Якщо ми знайшли корені 1k  і 2k , то, наприклад, при 21 kk   можна 

написати  
tktk

exex 21
21 ,  .    (3.3) 

Тоді з ДР для )(tx  маємо  

2
12

112
21

12

111
1 , x

a

ak
yx

a

ak
y





    (3.4) 

і  

.

,

tktk
зо

tktk
зо

eC
a

ak
eC

a

ak
y

eCeCx

21

21

2

12

112
1

12

111

21









    (3.5) 

 Відмітимо, що при відомих  )(txзо  і  )(tyзо   неоднорідну систему 

ДР можна також розв’язати методом варіації довільних сталих або 
невизначених коефіцієнтів (при )(tf  спеціального вигляду) безпосе-

редньо без одержання рівнянь другого порядку. 
 
 
 
 



 27 

3.3 Приклад розв’язання системи  
лінійних диференціальних рівнянь 

Розв’язати задачу Коші для системи ДР 

1)0(,0)0(,
45

32 4











yx

yxy

heyxx t

    (3.6) 

 Для однорідної системи стала h = 0, а для неоднорідної систе-
ми h = 1. 
1 Щоб одержати диференціальне рівняння для однієї з невідомих 
функцій )(( tx  або ))(ty , вибираємо одне з рівнянь системи і дифере-

нціюємо його. Одержимо другу похідну для вибраної невідомої фун-
кції. Візьмемо, наприклад, 4 друге рівняння. Тоді 

yxy  45 . 

Тепер скористаємося ДР для похідної іншої невідомої функції 
(у даному випадку для )(tx ):  

yheyxy t  4325 4
)( . 

В останньому рівнянні є інша невідома . Її можна виразити через ви-
брану  невідому функцію і її похідну за допомогою вибраного ДР   

( ))4(
5

1
yyx   

5

1
25 y tt heyyyheyyy 44 57645154  )( . 

Останнє рівняння переписуємо у стандартному вигляді  
theyyy 4576  . 

Ми одержали ЛНДР другого порядку зі сталими коефіцієнтами і пра-
вою частиною спеціального вигляду. 

2 Спочатку знаходимо загальний розв’язок ЛНДР чнзозн yyy  . 

Для зоy  складаємо характеристичне рівняння 

0762  kk . 
Розв’язки останнього рівняння дійсні прості: ., 71 21  kk  Тому мо-

жна написати  

зоy
tt eCeCt 7

21)(   . 

Права частина (h=1) має спеціальний вигляд  

4,)(5 0
4  aetPe att . 

Оскільки 4a  не дорівнює ,7,1 21  kk  то кількість коренів харак-

теристичного рівняння , які дорівнюють a  , 0r , то )(tyчн  шукаємо у 

вигляді  
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)(tyчн = ,)(
~

)(
~ 4

00
tatatr AeetPetPt   

де А невідома стала . Цю сталу знаходимо з ЛНДР. Для цього споча-
тку знаходимо похідні 

t
чн

t
чн AetyAety 44 16)(,4)(   

і підставляємо їх в ЛНДР: 

3

1
,515)74616()(7)(6)( 444  AeAeAetytyty ttt

чнчнчн . 

Таким чином, )(tyчн = ,
3

1 4te  ttt
зн eeCeCty 47

21
3

1
)(   . 

З вибраного ДР знаходимо другу невідому функцію: 

.
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tttttt
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eeCeCeeCeCyytx
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В результаті одержуємо загальний розв’язок системи ЛДР 
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ttt
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tt
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eeCeCty

eCeCtx
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7
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3

1

5

3









    (3.7) 

Для розв’язання задачі Коші прирівнюємо 0)0( знx  і 1)0( знy  і 

одержуємо систему для 21 CiC : 














1
3

1

0
5

3

21

21

CC

CC

 

Розв’язок цієї системи 
6

5
,
2

1
21  CC  підставляємо в )(txзн  і )(tyзн  і 

одержуємо розв’язок задачі Коші  

.)(

);()(

ttt

tt

eeety

eetx

47

7

3

1

6

5

2

1

2

1









    (3.8) 

 
 
 
 

4 Операційний метод розв’язання 
 диференціальних рівнянь 
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 За операційним методом безпосередньо розв’язується задача 
Коші. При цьому використовується інтегральне перетворення Лап-
ласа. Так функції )(tf  (оригіналу) ставиться у відповідність функція 

)(pF  (зображення) 





0

)()( dtetfpF pt .     (4.1) 

Відповідність оригіналу і зображенню будемо записувати також як 
)()( pFtf   або )()( pFtf   .   (4.2) 

Перетворення Лапласа (4.1) відповідає постановці задачі, при якій 
система, поведінка якої вивчається при 0t , не працює до моменту 
часу 0t . Тому 0)( tf  при 0t . Ця умова накладається в опера-

ційному методі навіть на сталі функції )(tf , для яких пишеться пере-

творення Лапласа. При t  функції можуть спадати, наближатися 
до сталої і навіть зростати але не сильніше від константи помноже-

ної ts
e 0 , де 00 s -стала. Тоді в (4.1) p вибирається більше 0s . При 

цій умові інтеграл (4.1), який залежить від параметра p є непере-

рвно-диференційна функція від p. Завдяки цій властивості неважко 

одержати для )()( paetf at  , 

papa

e
dtepF

tpa
tpa













1

00

)(
)(

)( .   (4.3) 

Згідно з (4.2) можна записати (4.3) у вигляді  

ap
eat




1
 .      (4.4) 

За формулою (4.4) при різних a  можна одержати зображення: оди-

ниці при )0(0  at , atnetiatit );(cossin   (n – кратним дифе-

ренціюванням ). В таблиці 4.1 наведені оригінали функцій )(tf  і їхні 

зображення )(pF . Якщо )(pF  є зображення функції )(tf , то для по-

хідних цієї функції можна одержати такі зображення:  
 

).().()()()()(

).();()()()(

).();()()(

)()( 74000

6400

540

121

2

 





nnnnn ffpfppFptf

fpfpFptf

fppFtf







 

 
 
 

Таблиця 4.1 Співвідношення оригіналів і їхніх зображень 
 



 30 

№  Оригінал Зображення 

1 2 3 

1 1 
p

1
 

2 ate  
ap 

1
 

3 nt  1

!

np

n
 

4 nt ate  1)(

!

 nap

n
 

5 tsin  22 



p
 

6 tcos  
22 p

p
 

7 tsh  22 



p
 

8 tch  22 p

p
 

9 t tsin  222 )(

2





p

p
 

10 t tcos  
222

22

)( 







p

p
 

11 te tsin  22)( 



p
 

12 te tcos  22)( 







p

p
 

13 )cos(sin
2

1
ttt 


  

222

2

)( p

p
 

14 )cos(sin
2

1
ttt 


  

222

2

)( p

p
 

 
Для розв’язання лінійних диференціальних рівнянь зі сталими 

коефіцієнтами за операційним методом на першому етапі перехо-
димо від оригіналів до зображень. Для похідних використовуємо 
таблицю 4.1 і формули (4.5), (4.6), (4.7). Одержуємо алгебраїчне рів-
няння для зображення. На другому етапі розв’язуємо ці рівняння, як 
правило зображення зображуються через дріб. Цей дріб розкладає-
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мо на елементарні дроби, які є в таблиці 4.1. Нарешті на третьому 
етапі з допомогою таблиці 4.1 за відомим зображенням знаходимо 
оригінал невідомої функції. 
 

4.1 Приклади розв’язання завдань 

ПРИКЛАД 4.1.1 

Знайти розв’язок задачі Коші (2.33) операційним методом 

.)(,)(

,)()()(

0020

54914 4





yy

etytyty t

   (4.8) 

Вводимо зображення: 
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Підставляємо одержані зображення в (4.8) і одержуємо алгеб-
раїчне рівняння для )( pY  

.
))(()(
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Для того, щоб знайти оригінал цього зображення, спочатку роз-
кладемо раціональний дріб  

2

321

2

2

)7()7(4)7)(4(

107202














p

A

p

A

p

A

pp

pp
. 

Знайдемо невідомі 321 AAA ,,  за методом невизначених кое-

фіцієнтів: 

2

32
2

1

2

2

)7)(4(

)4()7)(4()7(

)7)(4(

107202










pp

pAppApA

pp

pp
. 

Знаменники однакові, тому числівники повинні теж бути одна-
ковими  
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121

5

12154

11

149
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(де 4,7  pp  - корені знаменника). 

Для того, щоб знайти А2, порівняємо коефіцієнти при 2p : 
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Знайдемо оригінал з таблиці 4.1 співвідношень оригіналів і їх 
зображень 
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який співпадає з (2.38). 
 

ПРИКЛАД 4.1.2 

Знайти розв’язок задачі Коші (2.39) 
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Вводимо зображення: 
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 Використовуємо таблицю 4.1 співвідношень оригіналів і їх зо-
бражень: 

ttt te
p

e
p

et
p

7

2

772

3
14

7

14
2

7

2

2

3

7

3  









)(

;;
)(

 

 і одержуємо розв’язок задачі Коші : 

ttt teeety 7772 142
2

3   ,   (4.12), 

який співпадає з (2.41). 
 

ПРИКЛАД 4.1.3 

Знайти розв’язок задачі Коші (2.42) 
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У даному рівнянні права частина має спеціальний вигляд, але 
в той же час представляє собою добуток функцій. Тому розв’язувати 
це ЛНДР можна двома способами. 

У першому способі, як і раніше (в п. 1 і 2), відношення багаточ-
ленів, яке є зображенням розв’язку )(ty , розкладаємо на елемента-

рні дроби, а потім з допомогою таблиці 4.1 знаходимо саму функцію 
)(ty . 

У другому способі застосовується згортка зображень. До речі, 
другий спосіб можна застосовувати для розв’язання ЛНДР із стали-
ми коефіцієнтами з правими частинами, які не мають спеціального 
вигляду.  
Ми продемонструємо розв’язання даного ЛНДР обома способами. 

Для розв’язання ЛНДР операційним методом вводимо зобра-
ження 
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Перший спосіб знаходження зображення правої частини: 
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Тоді підстановка в ЛНДР дає співвідношення 
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Звідси одержуємо рівняння для )(pY : 
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Розв’язок цього рівняння  
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Найпростішим є обчислення коефіцієнтів  2D і  4D : 
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Тепер зручно знайти  
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Коефіцієнт 1D  можна знайти за формулою: 
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Аналогічно для 3D  маємо 

 

  .))(
)(

)(

)()()(

))(())((
lim

)()(
lim))((lim

3

3

33

3

333

2

2

22

2

2

2

2
3

53

286259
5284294373

53

5

449

275

27

5

72

272472
10

72

4
52

i
ii

i

ipip

ipppipp

pip

p

dp

d
ipph

dp

d
D

ip

ipip



























 (4.18) 

Далі 

.
)(

)(

))((
ReRe

*

453

286022590

453

2286259
10

2
2

22

23

22

333




















p

p

p

ipi

ip

D

ip

D

ip

D

 

Таким чином одержуємо  
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Оскільки 
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то це )(pY  відповідає одержаному раніше )(ty  (2.44) 
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Тепер розглянемо розв’язок рівняння (2.42) 
)(2cos5)(49)(14)( tftttytyty  . 

З допомогою згортки вводимо, як і в  (4.13) зображення, а зо-
браження tttf 2cos5)(   позначимо, як )(pF . Тоді аналогічно (4.15) 

одержуємо рівняння 
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, причому зображенню )(pG  відповідає 

оригінал ttetg )( . Як відомо, для добутку зображень маємо оригі-

нал (згортку): 
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Цей інтеграл обчислюється методом інтегрування частинами. 
Для спрощення обчислення скористаємося формулою Ейлера  
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тоді 
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Тепер додаємо до згортки оригінал зображення  
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і отримаємо розв’язок даного ЛНДР 
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ПРИКЛАД 4.1.4 

Розв’язати задачу Коші для системи диференціальних рівнянь, 
(3.6) операційним методом 
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Вводимо зображення  
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Після підстановки зображень в систему ЛДР одержуємо алгебраїчну 
систему для зображень )(),( pYpX : 
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Цьому зображенню відповідає оригінал 
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Одержаний за операційним методом розв’язок Задачі Коші для 
системи ДР (3.6) співпадає з розв’язком (3.8). 

 

ПРИКЛАД 4.1.5 

Розглянемо розв’язання задачі Коші для ДР зі сталими коефіці-
єнтами і правою частиною неспеціального вигляду (2.45): 
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Для розв’язання рівняння і задачі Коші операційним методом вводи-
мо зображення  
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 Одержуємо рівняння 
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 Знайдемо спочатку оригінал для зображення 
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 Згідно таблиці 4.1 маємо:    
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Тоді )(1 pY  є добуток зображень )()( pFpG  . Оригінал 

)()( 11 pYty   знаходимо з допомогою згортки 

  .

)()()()()(

)(




















 




t t

z

z
t

z

t

z

zt
tzzt

t

e

dze
e

e

dz
edz

e

e
ee

dzzfztgtftgty

0 0
2

4

2

3

2

3

0

3

0

1

994

1

94

1
 

Видно, що в )(1 ty  входять ті самі невизначені інтеграли, що і в  

)(),( tCtC 21 . Тому будемо використовувати невизначені інтеграли 

(2.49), (2.50). Тоді для )(ty1  маємо: 
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Оскільки )()()( tytyty 21  , то для розв’язку задачі Коші ми 

одержуємо формулу  (2.52), де )(ty1  і )(ty2  визначаються формула-

ми (4.23) і (4.24). Відмітимо, що )(ty1  відповідає розв’язку задачі Ко-

ші для однорідних початкових даних ,)()( 000  yy  а )(ty2  відпові-

дає відмінним від нуля значенням )(0y  або )(0y . 
 

5 ВАРІАНТИ ЗАВДАНЬ 

ЗАВДАННЯ № 1 

Проінтегрувати рівняння 
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ЗАВДАННЯ № 2 

Знайти загальний розв’язок диференціальних рівнянь 
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ЗАВДАННЯ № 3 

 Проінтегрувати диференціальне рівняння 
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ЗАВДАННЯ № 4 

Надано лінійне неоднорідне диференційне рівняння 
       tftqytypty i  

Розв’язати задачу Коши: 
а)на основі загального розв’язку; 
б) за операційним методом; 
в) написати загальний вигляд чнy  для 2ffi   і 3ffi  . 

 

№ p q f1(t) f2(t) f3(t) Y(0) Y΄(0) 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 -5 6 te42  te24  tt 3cos  0 1 

2 -4 4 te53  te2  12 2 t  1 0 

3 0 9 te 24 
 t3sin2  tte4  0 2 

4 1 -12 te 22   te35  tt 2sin  1 0 

5 6 9 te 45   te 32   tt 4cos  0 1 

 

 



 44 

1 2 3 4 5 6 7 8 

6 0 16 te 34   t4sin3  tte2  1 0 

7 3 -10 te32  te24  tet2  0 1 

8 -10 25 te24  te52  tt 4sin  2 0 

9 0 25 te32  t5cos4  
tte 2
 

 
0 2 

10 3 -4 te52  te 43   tt 2cos  1 0 

11 12 36 te 23   te 64   tt 3sin  0 2 

12 0 36 te45  t6cos3  tte 3
 1 0 

13 -1 -6 te 32   te 23   tt 22   0 1 

14 4 4 te43  te 25   tt 3cos  2 0 

15 0 64 te 54   t8cos3  tte3  0 1 

16 1 -6 te52  te 34   tt 4sin2  1 0 

17 -18 81 te45  te96  tt 5cos3  0 2 

18 0 9/4 te 23   t
2

3
cos5  tt 3sin  1 0 

19 -1 -12 te 52   te43  tt 5cos2  0 1 

20 2 1 te 34   te4  tt 4sin3  2 0 

21 0 16/9 te 23   
t
3

4
cos  

 
tt 52   0 1 

22 -3 -10 te34  te 23   tt 3sin5  1 0 

23 4 4 te 45   te 24   tt 4cos6  0 2 

24 0 25/4 te32  t
2

5
sin  tt 2sin4  2 0 
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1 2 3 4 5 6 7 8 

25 -3 -4 te 25   te42  tt 5cos3  0 1 

26 6 9 te26  te 34   tt 4sin5  1 0 

27 0 49/4 te 34   t
2

7
cos3  tt 3cos2  0 2 

28 1 -6 te 52   te25  tt 4sin3  1 0 

29 8 16 te62  te 43   tt 5cos4  0 1 

30 0 25/9 te 24   t
3

5
sin2  tt 2sin3  0 2 

31 14 49 te45  te 73   tt 2cos5  2 0 

 

ЗАВДАННЯ № 5 

 Розв’язати задачу Коші для неоднорідної системи )( 1h : 

 а) на основі загального розв’язку; 

 б) операційним методом. 
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ЗАВДАННЯ № 6 

Розв’язати задачу Коші: 
а) на основі загального розв’язку; 
б) операційним методом. 
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