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У статті розглянуто питання дослідження кінематичних характеристик гібридних робототехнічних 

систем паралельно-послідовної структури з додатковим кінематичним зв’язком. Актуальність роботи 
обумовлена зростанням потреб сучасного виробництва у високопродуктивних роботизованих системах, 
здатних забезпечувати високу точність позиціювання, жорсткість конструкції та розширені функціональні 
можливості для виконання технологічних операцій в авіабудуванні, машинобудуванні, автомобілебудуванні та 
інших галузях. Маніпулятори паралельної структури мають високу вантажопідйомність, швидкодію і 
точність позиціювання виконавчого органа, але обмежену робочу область. Одним із перспективних напрямів 
усунення цього недоліку є використання гібридних структур, що поєднують переваги паралельних і послідовних 
механізмів. Такі системи дають змогу збільшити робочу зону, зберігаючи високі показники жорсткості та 
динамічних характеристик. 

У роботі досліджено гібридний маніпулятор паралельно-послідовної структури, конструктивною 
особливістю якого є наявність додаткового пасивного кінематичного зв’язку. Використання додаткової ланки 
забезпечує зменшення згинальних навантажень на лінійні приводи і підвищення жорсткості конструкції під 
час переміщення об’єктів значної маси. Крім того, додатковий кінематичний зв’язок розширює технологічні 
можливості системи та може бути використаний для реалізації допоміжних функцій, зокрема підведення 
робочого середовища, енергії або встановлення додаткових функціональних модулів. У межах дослідження 
проаналізовано структуру маніпулятора і розроблено математичну модель для визначення його кінематичних 
характеристик. Розглянуто особливості розв’язання прямої та оберненої задач кінематики, визначено 
залежності між параметрами приводів і положенням вихідної ланки. Отримані результати можуть бути 
використані під час проєктування та синтезу систем керування гібридними робототехнічними комплексами з 
підвищеними вимогами щодо точності та жорсткості. 

Ключові слова: гібридний маніпулятор, паралельно-послідовна структура, робототехнічна система, 
кінематичний аналіз, пряма задача кінематики, обернена задача кінематики, додатковий кінематичний 
зв’язок. 

Вступ. 

Останніми роками спостерігають активний 
розвиток гібридних робототехнічних систем, що 
пов’язано зі зростанням потреби у високошвидкісній і 
високоточній обробці великогабаритних виробів 
складної геометрії, зокрема елементів авіаційних 
конструкцій [1]. Застосування таких систем дає змогу 
підвищити продуктивність технологічних процесів і 
забезпечити необхідну точність виготовлення 
деталей. 

На відміну від традиційних металорізальних 
верстатів, гібридні роботи мають підвищену гнучкість 

 і можливість адаптації до різних умов експлуатації. 
Залежно від технологічного завдання вони можуть 
бути встановлені як на стаціонарній, так і рухомій 
платформі, що розширює можливості їх практичного 
використання [2]. 

Конструктивно гібридні роботи формують 
поєднанням паралельних і послідовних кінематичних 
механізмів. Паралельна частина системи забезпечує 
підвищену жорсткість, точність позиціювання та 
високі динамічні характеристики, тоді як послідовна 
структура використовувана для розширення 
функціональних можливостей і реалізації додаткових 
переміщень виконавчого органа.  
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Завдяки такому поєднанню вдається отримати 
систему, яка одночасно має значну робочу область, 
високу швидкодію, точність і компактні габарити [3]. 

Подальше вдосконалення таких систем 
пов’язане із застосуванням додаткових кінематичних 
зв’язків, що допомагають змінювати кінематичну 
поведінку механізму, підвищувати стабільність руху, 
розширювати функціональні можливості, 
покращувати характеристики позиціювання. Однак 
введення додаткових зв’язків у структуру 
маніпулятора істотно ускладнює його кінематичний 
аналіз і потребує комплексного дослідження 
закономірностей руху, визначення робочих областей і 
оцінювання впливу конструктивних параметрів на 
ефективність функціонування системи. 

У зв’язку з цим актуальним є дослідження 
кінематичних характеристик маніпулятора 
паралельно-послідовної структури з додатковим 
кінематичним зв’язком, спрямоване на встановлення 
взаємозв’язку між параметрами конструкції та 
кінематичними можливостями механізму, а також 
обґрунтування шляхів підвищення ефективності його 
використання в сучасних робототехнічних 
комплексах. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій 

Сучасний розвиток робототехнічних систем 
спрямований на створення маніпуляторів, здатних 
поєднувати високу точність позиціювання, значну 
жорсткість конструкції та розширену робочу область. 
Одним із перспективних напрямів є використання 
маніпуляторів паралельно-послідовної (гібридної) 
структури, які поєднують переваги послідовних і 
паралельних кінематичних механізмів. 

Паралельні та гібридні маніпулятори 
відрізняються замкненими кінематичними контурами, 
що забезпечує підвищення точності, зменшення 
деформацій і збільшення вантажопідйомності 
порівняно з традиційними послідовними системами. 
Разом із тим така структура суттєво ускладнює 
кінематичний аналіз через необхідність одночасного 
врахування геометричних обмежень і взаємозв’язків 
між рухомими ланками [1]. 

Одним із перших відомих представників 
паралельних механізмів став робот Delta, розроблений 
Клавелем у 1985 році [4, 5]. Його конструкція 
забезпечила високу швидкість руху за відносно 
невеликої маси рухомих елементів. Подальший 
розвиток цієї концепції призвів до створення 
гібридних систем на основі Delta-механізму. Зокрема, 
було запропоновано промисловий робот Delta-RST із 
шістьма ступенями свободи, у якому паралельний 
механізм поєднаний із послідовним зап’ястям [6]. 
Іншим напрямом розвитку стало доповнення Delta-
структури двоступеневим послідовним модулем, що 

дало змогу реалізувати гібридного робота із п’ятьма 
ступенями свободи [7, 8]. 

Разом із тим використання механізмів Delta для 
силової обробки обмежено недостатньою жорсткістю 
і невеликою вантажопідйомністю [9]. Для усунення 
цих недоліків було розроблено інші типи гібридних 
роботів. Одним із найбільш успішних рішень став 
робот Tricept, у якому поєднано високожорсткий 
паралельний механізм із послідовною частиною для 
орієнтації інструмента [10]. На основі цієї концепції 
були створені промислові модифікації Tricept T605, 
Tricept T805 і Tricept T9000, які знайшли широке 
застосування в авіабудуванні, машинобудуванні та 
обробці складнопрофільних деталей [1]. 

Подальшим розвитком цього напряму стала 
поява робота Exechon, конструкція якого включає 
паралельний механізм типу 2UPR–1SPR і послідовну 
дволанкову структуру [11–13]. Зменшення кількості 
пасивних з’єднань дало змогу покращити жорсткісні 
характеристики та підвищити точність обробки [14]. 
Також були запропоновані інші варіанти гібридних 
систем, серед яких TriVariant, Georg V і п’ятиосьові 
гібридні оброблювальні комплекси [15–17]. 

Незважаючи на значний прогрес у розробленні 
гібридних роботів, задача високоточної обробки 
великогабаритних деталей із підвищеною твердістю 
залишається актуальною. Одним із сучасних рішень 
став робот TriMule, який складається з паралельного 
механізму з трьома ступенями свободи та 
двоступеневого послідовного зап’ястя [18, 19]. 

Порівняно з існуючими конструкціями типу 
Tricept та Exechon робот TriMule має меншу кількість 
обертальних шарнірів, що сприяє підвищенню 
жорсткості конструкції та забезпечує кращу точність 
обробки важкооброблюваних матеріалів. При цьому 
ефективність роботи такої системи визначена не лише 
її структурною схемою, але і точністю керування 
активними приводами, що безпосередньо впливає на 
якість формування траєкторії руху виконавчого 
органа. 

Останні дослідження також спрямовані на 
застосування додаткових кінематичних зв’язків і 
структурної надлишковості для покращення 
експлуатаційних характеристик маніпуляторів. 
Введення додаткового кінематичного зв’язку дає 
змогу збільшити жорсткість конструкції, покращити 
траєкторну точність і розширити допустимі режими 
руху виконавчого органа. Проте такі рішення 
призводять до ускладнення математичних моделей і 
потребують додаткового дослідження впливу 
конструктивних параметрів на кінематичні 
характеристики системи. 

Отже, аналіз наукових джерел показав, що 
питання дослідження кінематичних характеристик 
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маніпуляторів паралельно-послідовної структури з 
додатковим кінематичним зв’язком залишається 
актуальним. Незважаючи на значний обсяг робіт у 
сфері кінематичного аналізу гібридних механізмів, 
недостатньо дослідженим залишається вплив 
додаткових кінематичних зв’язків на робочу область, 
маніпулятивність і особливі положення механізму, що 
визначає необхідність проведення подальших 
досліджень. 

Визначення мети та задачі досліджень 

Існуючі конструктивні рішення маніпуляторів 
паралельно-послідовної структури дають змогу 
забезпечити поєднання високої точності 
позиціювання, підвищеної жорсткості конструкції та 
достатньо великої робочої області. Разом із тим 
подальше вдосконалення таких механізмів пов’язане 
із введенням додаткових кінематичних зв’язків, які 
впливають на характер руху виконавчого органа, 
змінюють геометричні співвідношення між ланками 
та ускладнюють математичний опис механізму. 

На відміну від класичних механізмів 
паралельно-послідовної структури, у яких 
геометричні осі виконавчих ланок перетинаються в 
одній точці, у досліджуваній конструкції 
маніпулятора з додатковим кінематичним зв’язком 
таке перетинання відсутнє. Це призводить до появи 
додаткових геометричних обмежень і не дає змогу 
безпосередньо використовувати відомі методики 
кінематичного аналізу, розроблені для традиційних 
триподних механізмів. 

Для забезпечення ефективного функціонування 
нового механізму необхідно встановити 
закономірності переміщення його робочого органа, 
визначити взаємозв’язок між зміною узагальнених 
координат і положенням вихідної ланки, а також 
оцінити вплив додаткового кінематичного зв’язку на 
кінематичні можливості маніпулятора. 

Особливістю досліджуваного механізму є 
наявність надлишковості кінематичної структури, 
коли кількість керованих параметрів перевищує 
кількість незалежних координат положення 
виконавчого органа. Це створює можливість 
підвищення маневреності та розширення робочої 
області, однак одночасно потребує проведення 
детального кінематичного аналізу. 

Метою дослідження є аналіз кінематичних 
характеристик маніпулятора паралельно-послідовної 
структури з додатковим кінематичним зв’язком через 
розроблення його кінематичної моделі, визначення 
закономірностей переміщення робочого органа та 
дослідження особливостей позиціювання. 

Для досягнення поставленої мети необхідно 
вирішити такі завдання дослідження: 

1. Побудувати кінематичну модель 
механізму і визначити систему узагальнених 
координат. 

2. Розв’язати пряму задачу кінематики і 
встановити залежності між параметрами виконавчих 
ланок і координатами робочого органа. 

3. Розв’язати обернену задачу кінематики 
для визначення параметрів механізму за заданого 
положення виконавчого органа. 

4. Розв’язати задачу позиціювання та 
визначити можливість забезпечення переміщення 
робочого органа в задану точку робочої області. 

Отримані результати дослідження можуть бути 
використані для подальшого вдосконалення 
математичних моделей і методів аналізу 
маніпуляторів паралельно-послідовної структури. 

Основна частина  

Перспективним напрямом розвитку 
робототехнічних систем є застосування маніпуляторів 
паралельно-послідовної (гібридної) структури. Такі 
механізми являють собою поєднання паралельних і 
послідовних кінематичних ланцюгів, які здійснюють 
відносний рух за рахунок обертальних або 
поступальних кінематичних пар. Основною 
особливістю таких маніпуляторів є можливість 
поєднання переваг механізмів послідовної та 
паралельної структури. Наявність паралельних 
кінематичних контурів забезпечує підвищення 
жорсткості конструкції, вантажопідйомності, точності 
позиціювання та швидкодії, тоді як послідовні ланки 
сприяють розширенню робочої зони та підвищенню 
маневреності виконавчого органу. 
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Рис. 1. Гібридний робот TriMule паралельно-
послідовної структури [19] 

На рис. 1 показано модульний робот TriMule, 
який може бути змонтований або на рухомій 
платформі або нерухомій основі відповідно до 
конкретних виробничих потреб. Як видно, 
триступеневий паралельний механізм призначений 
для виконання поступальних рухів за допомогою 
трьох активних ланок UPS та однієї пасивної ланки 
UP. Тут U, P і S позначають універсальне з'єднання, 
призматичне з'єднання та сферичне з'єднання 
відповідно. Серводвигуни з гвинтовими парами 
використовують для приведення в рух активних 
призматичних з'єднань. Двоступеневий зап'ясток 
призначений для виконання двох обертальних рухів 
за допомогою двох активних обертових з'єднань. 
Серводвигуни з редукторами використовують для 
приведення в рух активних обертальних з'єднань. На 
кінці послідовної обертальної головки може бути 
встановлений спеціальний пристрій, такий як фреза, 
опорний блок. 

Для розв’язання поставлених задач, пов’язаних 
із дослідженням кінематичних характеристик і 
визначенням переміщень виконавчих приводів, 
необхідно встановити закони руху виконавчих ланок 
маніпулятора під час переміщення робочого органа за 
заданою програмною траєкторією. 

Під час побудови структурної та кінематичної 
моделі маніпулятора прийнято такі припущення: 

– усі ланки механізму розглядають як 
абсолютно тверді тіла; 

– пружні елементи конструкції в процесі 
роботи вважають недеформованими; 

– елементи конструкції, що забезпечують 
кінематичні зв’язки між ланками, приймають 
абсолютно жорсткими і такими, що не змінюють 
своїх геометричних параметрів під час руху. 

За прийнятих припущень механізм 
маніпулятора описують як просторову систему 

абсолютно твердих тіл, рух яких обмежений 
голономними стаціонарними кінематичними 
зв’язками. 

Конструкція досліджуваного маніпулятора 
паралельно-послідовної структури без урахування 
поворотної основи складається з дванадцяти 
кінематичних пар п’ятого класу і трьох сферичних 
шарнірів, які відповідають кінематичним парам 
третього класу (рис. 2). 

 

                                      а                                               б 

Рис. 2. Схема маніпулятора паралельно-
послідовної структури з додатковим зв’язком: а – 
кінематична схема; б – схема для визначення 
напрямних косинусів рухомих осей координат 

Розглянутий маніпулятор із додатковим 
кінематичним зв’язком утворений системою із 
дванадцяти твердих тіл, які здійснюють різні типи 
механічного руху. Трикутна основа механізму (ланка 
ABC) виконує обертальний рух відносно нерухомої 
осі. Ланка AD, що відповідає штоку лінійного 
привода, здійснює плоскопаралельне переміщення. 
Просторовий рух реалізують ланки KM, AM₁, BM₂ і 
CM₃, положення яких визначено взаємодією 
виконавчих приводів і додаткового кінематичного 
зв’язку. 
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Під час формування конструктивної схеми 
маніпулятора задають основні геометричні параметри 
механізму, зокрема координати точок кріплення на 
поворотній основі та розміри основних структурних 
елементів (OA, OB, OC, OD, DK), які визначають 
конфігурацію робочої області та кінематичні 
можливості механізму. 

Прийнята структурна модель є базою для 
подальшого розв’язання прямої та оберненої задач 
кінематики, а також аналізу процесу позиціювання 
робочого органа маніпулятора. 

Головним структурним показником 
маніпулятора є кількість ступенів рухомості. Ця 
характеристика визначає мінімальну кількість 
незалежних параметрів, необхідних для повного 
опису конфігурації кінематичного ланцюга [9]. 

Кількість ступенів рухомості розраховується за 
виразом 

,(1) 

де n – кількість рухомих ланок; 

 pi  – кількість кінематичних пар i-го класу. 

Для маніпулятора паралельно-послідовної 
структури (без урахування поворотної основи) 
кількість ступенів рухомості становить 

   (2) 

Отже, без поворотної основи маніпулятор має 
три ступені рухомості, а з урахуванням поворотної 
основи – чотири ступені рухомості. 

Важливим параметром, що характеризує 
конструктивні можливості маніпулятора, є його 
маневреність. Під маневреністю розуміють різницю 
між кількістю ступенів рухомості виконавчого 
механізму та кількістю узагальнених координат 
об’єкта маніпулювання. Її також можна визначити як 
кількість ступенів рухомості, що залишаються у 
виконавчого механізму після фіксації захвату. 

Для розглянутого маніпулятора-трипода з 
додатковим зв’язком маневреність дорівнює 1 (за 
умови, що кількість ступенів рухомості становить 
три, а кількість узагальнених координат – чотири). 

Для опису положення ланок маніпулятора в 
просторі вводять системи координат (рухомі та 
нерухому). Абсолютна система координат Oxyz 
жорстко пов’язана з нерухомою основою. Рухомі 
системи координат xiyizi (i=1…5) пов’язані з 
корпусами кожного лінійного привода та 
порожнистою трубою 5. Початок кожної рухомої 
системи збігається з точкою кріплення відповідного 
ланцюга. 

Орієнтацію кожної рухомої системи координат 
xiyizi (i = 1…5) відносно абсолютної системи Oxyz 
визначають двома кутами: кутом δi (поворот навколо 
осі zi, паралельної осі Oz) і кутом ψi (поворот навколо 
осі xi∗). Орієнтація в просторі не залежить від порядку 
виконання цих поворотів (рис. 2, б)). 

Матриця напрямних косинусів має такий 
вигляд: 

 

     (3) 

Для четвертого ланцюга δ4 = 0. 

Пряма та обернена задачі кінематики 
маніпулятора паралельно-послідовної структури з 
додатковим зв’язком 

Основними завданнями, які має виконувати 
маніпулятор, є переміщення робочого органа заданою 
траєкторією та забезпечення проведення 
технологічних операцій. Саме тому під час 
кінематичного синтезу маніпулятора пріоритетним є 
розв’язання двох основних задач відносно положення 
вихідної ланки — прямої та оберненої. 

Пряма задача кінематики полягає у визначенні 
декартових координат характерної точки вихідної 

ланки маніпулятора за відомими значеннями 
узагальнених координат [11]. У такий спосіб 
встановлюють траєкторію руху вихідної ланки 
відповідно до заданих законів руху приводних ланок. 

Обернена задача кінематики — це математична 
задача, яка полягає у знаходженні узагальнених 
координат маніпулятора (які визначають його 
просторову конфігурацію) за відомими декартовими 
координатами характерної точки вихідної ланки. 
Завдяки цьому визначають закони переміщення 
приводних ланок відповідно до заданого руху 
вихідної ланки. Розв’язання оберненої задачі є 
критично важливим етапом для забезпечення точного 
позиціювання. 
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Як узагальнені координати qs (s = 1…4) 
маніпулятора можна прийняти довжини виконавчих 
ланок у системі l -координат [12]: q1 = l1(t), q2 = l2(t), 
q3 = l3(t), q4 = l4(t). 

У системі l -координат положення твердого 
тіла в просторі описано чотирма довжинами відрізків 
l1,l2,l3,l4, що з’єднують точки тіла з точками нерухомої 
основи, утворюючи при цьому геометрично незмінну 
структуру. На відміну від класичних рівнянь руху з 
використанням кутів Ейлера, рівняння в системі l -
координат описують рух тіла виключно через лінійні 
величини. 

Для забезпечення керованості та отримання 
аналітичних виразів для розв’язання прямої задачі 
кінематики доцільно також задавати узагальнені 
координати qs (s = 1…4) у системі координат 
додаткової ланки. У цьому випадку узагальненими 
координатами є змінна довжина відрізка порожнистої 
труби q1 = KM(t) = L(t); кути q2 = ψ5(t), q3 = δ5(t), що 
визначають орієнтацію рухомої системи координат 
Kx5y5z5 відносно нерухомої Oxyz; кут повороту q4 = 
φ(t) поворотної основи маніпулятора ABC. 

Як характерну точку вихідної ланки 
маніпулятора вибираємо точку M(xM(t), yM(t), zM(t)). 
Для отримання аналітичних виразів прямої та 
оберненої задач кінематики необхідно встановити 
геометричні співвідношення між декартовими 
координатами точки M в абсолютній системі Oxyz та 
узагальненими координатами маніпулятора. 

Розв’язання оберненої задачі кінематики у 
випадку задавання конфігурації маніпулятора в 
системі l - координат 

Положення точки M на вихідній ланці 6 
визначено координатами xM, yM, zM відносно 
нерухомої системи координат Oxyz. Залежності між 
декартовими координатами точок кріплення 
виконавчих ланок на вихідній ланці в абсолютній 
системі координат Oxyz та довжинами ланок мають 
вигляд 

 

 (4) 

 

де OB, OC, yD — геометричні параметри поворотної 
основи і точок її кріплення. 

Оскільки координати точки A є однозначними 
функціями кута повороту основи φ, то вирази для yA 
та zA мають вигляд 

 

.  (5) 

 

Формули переходу від координат вектора в 
рухомій системі координат до координат відносно 
нерухомої системи мають вигляд [13] 

 

  (6) 

 

де x, y, z — координати вектора в абсолютній системі;  

xi∗, y i∗, z i∗ — координати вектора в рухомій 
системі;  

x0, y0, z0 — координати початку рухомої системи;  

α11i — напрямні косинуси. 

Проєкції вектора  
визначені виразами 
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 Підставляючи вирази (5) і (7) у формулу (4), 
отримуємо вираз для l1(t): 

 (8) 

 

Аналогічно для інших ланок визначають 

проєкції векторів  на осі рухомих систем 

координат, а потім — проєкції векторів 

 на нерухому систему  

 

 .(9) 

 

Після підстановки у формулу (4) отримують 
вирази 

 

               .(10) 

 

Координати вектора 

у нерухомій системі 

координат можуть бути записані через відповідні 
співвідношення  

 

.           (11)

Підставляючи вирази (11) у рівняння (4), 
отримуємо залежність для визначення довжини ланок 

 

. (12) 

 

Далі, після підстановки виразу (5) у рівняння 
(4) і врахування умови yD = −OD, отримуємо довжину 
ланки: 

. 
 

(13) 

Кути орієнтації ланки KM = L(t), а саме функції 
ψ5(t),δ5(t), визначають через просторові координати 
точки M відповідно до співвідношень  
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.              (14) 

Після підстановки залежностей (14) у 
рівняння (8), (10) і (12) остаточно формують 
аналітичні вирази для узагальнених координат 
маніпулятора через декартові координати характерної 

точки вихідної ланки. У такий спосіб отримують 
залежності довжин ланок (15)–(17). 

 

               (15) 

 

(16) 

.              (17) 

 

Для четвертого виконавчого механізму після 
перетворення рівняння (4) з урахуванням 
співвідношення (5) маємо 

 (18) 

У результаті були визначені чотири аналітичні 
залежності для узагальнених координат привідних 
механізмів: l1(t),  l2(t), l3(t),  l4(t).  

Проведений аналіз прямої та оберненої задач 
кінематики для маніпуляторів із l-координатною 
структурою показав, що розв’язання оберненої задачі 
кінематики є відносно нескладним і допускає 
отримання аналітичних залежностей. Водночас задача 
прямої кінематики для таких механічних систем 
значно складніша і в загальному випадку не завжди 
має замкнений аналітичний розв’язок. 

Отримані закони зміни узагальнених координат 
можуть бути використані для подальшого 
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дослідження процесів позиціювання та визначення 
траєкторії переміщення вихідної ланки маніпулятора. 
Для розглянутої конструкції маніпулятора паралельно 
послідовній структурі побудова повного аналітичного 
розв’язку прямої задачі кінематики є складною та 
потребує застосування чисельних методів. 

Розв’язання прямої задачі кінематики у 
випадку задавання конфігурації маніпулятора в 
системі координат додаткової ланки 

Якщо як узагальнені координати вибрати кути 
ψ(t), δ(t), φ(t) і довжину KM = L(t), тоді розв’язання 
прямої задачі кінематики можна подати як (рис. 1) 

  (19) 

Розв’язання оберненої задачі кінематики 
визначено такими співвідношеннями: 

 (20) 

Оптимальне значення кута повороту трикутної 
основи φ встановлюють розв’язанням задачі 
позиціювання. 

Розв’язання задачі позиціювання 

Після отримання розв’язків прямої та оберненої 
задач кінематики наступним етапом дослідження є 
визначення положення маніпулятора у просторі, 
тобто розв’язання задачі позиціювання. 

Суть цієї задачі полягає у визначенні 
узагальнених координат маніпулятора (l1п, l2п, l3п, l4п) 
за відомої початкової конфігурації (l10, l20, l30, l40), що 
відповідає нульовому положенню системи. У цьому 
положенні довжини виконавчих ланок 1–3 є 
мінімальними, а кут повороту основи становить φ = 0. 
Необхідно забезпечити досягнення заданих координат 
характерної точки вихідної ланки M(xMп, yMп, zMп) у 
глобальній системі координат (рис. 2). 

Для визначення шуканої конфігурації 
використовують співвідношення, отримані під час 
розв’язання оберненої задачі кінематики в системі (l)-
координат (вирази (15)–(18)). Оскільки кількість 
узагальнених координат маніпулятора дорівнює 

чотирьом, а положення характерної точки визначено 
лише трьома декартовими координатами, система має 
одиничну маневреність. Це означає, що задача 
позиціювання належить до класу оптимізаційних. 

Процедура позиціювання передбачає два 
послідовні етапи. Спочатку переміщують вихідну 
точку маніпулятора M0(xM0, yM0, zM0) із початкової 
конфігурації у стартову точку траєкторії Mп(xMп, yMп, 
zMп). Далі протягом інтервалу часу τ переміщують від 
початкової точки до кінцевої точки траєкторії Mк(xMк, 
yMк, zMк). 

Для розв’язання задачі позиціювання та 
однозначного визначення конфігурації маніпулятора 
існує декілька критеріїв оцінювання якості керування 
рухом [14], які застосовують за відсутності 
додаткових обмежень на допустимі значення 
узагальнених координат. Розглянемо алгоритм, у 
якому початкову нульову конфігурацію маніпулятора 
вважають заздалегідь відомою. Також заданими є 
координати початкової Mн(xMн, yMн, zMн) і кінцевої 
точок Mк(xMк, yMк, zMк), тоді як необхідно визначити 
лише відповідні положення ланок маніпулятора в 
зазначених точках. 

Під час розроблення конструкцій 
робототехнічних систем необхідно враховувати 
реальні конструктивні обмеження, які визначають 
допустимі межі зміни координат і безпосередньо 
пов’язані з допустимими значеннями узагальнених 
координат маніпулятора (qs), де s = 1…4, а також із 
необхідністю уникнення взаємного зіткнення ланок. 
Такі обмеження задають нерівністю qmin ≤  q ≤ \ qmax. 

Для маніпулятора, наведеного на рис. 2, задача 
позиціювання має оптимізаційний характер, що 
пояснюють наявністю надлишкового ступеня 
рухливості. Оскільки кількість узагальнених 
координат системи дорівнює чотирьом, а положення 
характерної точки вихідної ланки визначено лише 
трьома декартовими координатами, маневреність 
системи становить одиницю. У зв’язку з цим для 
однозначного визначення конфігурації необхідно 
сформулювати додаткову умову оптимізації [15]. 

Процес позиціювання маніпулятора під час 
виконання технологічних операцій передбачає 
послідовне переміщення робочого органа: спочатку з 
вихідної нульової конфігурації до початкової точки 
траєкторії, яка визначена координатами M0(xM0, yM0, 
zM0), а далі — до кінцевої точки Mк(xMк, yMк, zMк). 

Отже, якщо нульова конфігурація 
маніпулятора, що описана узагальненими 
координатами (l10, l20, l30, l40), є відомою, необхідно 
спочатку визначити початкову конфігурацію системи 
— значення (l1п, l2п, l3п, l4п), а потім забезпечити 
переміщення вихідної ланки до кінцевого положення, 
яке має координати (l1к, l2к, l3к, l4к). 
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Алгоритм розв’язання задачі позиціювання 
складається з кількох послідовних етапів. 

На першому етапі маніпулятор перебуває у 
вихідному положенні, яке визначено кутом повороту 
основи (φ = 0) і мінімальними довжинами виконавчих 
ланок 1–3, що задані координатами (l10, l20, l30, l40). 
Координати початкової точки вихідної ланки M0(xM0, 
yM0, zM0), від якої починається рух, визначають за 
залежностями (15)–(18). 

Після цього задають координати початкової 
точки траєкторії Mп(xMп, yMп, zMп) і кінцевої точки 
Mк(xMк, yMк, zMк), до якої необхідно перемістити 
вихідну ланку. 

Довжини другого (l2(t)) і третього (l3(t)) 
виконавчих елементів визначають однозначно за 
співвідношеннями (16) і (17), оскільки залежать 
виключно від декартових координат заданих точок 
траєкторії. 

Натомість довжини першого (l1(φ)) і четвертого 
(l4(φ)) виконавчих елементів є функціями кута 
повороту основи і можуть змінюватися в допустимих 
межах відповідно до встановлених геометричних 
обмежень за фіксованого положення точок Mк(xMк, 
yMк, zMк). 

Умову визначення конфігурації маніпулятора 
за відомих координат характерної точки вихідної 
ланки можна сформувати мінімізацією функції 
критерію узагальнених енергетичних витрат [16]: 

 

 (21) 

 

з урахуванням обмежень у вигляді нерівностей 

 

    (22) 

де C1 і C4 — вагові коефіцієнти;  

φmin, φmax — відповідно мінімально та максимально 
допустимі значення кута повороту основи 
маніпулятора-трипода; 

φ * — оптимальне значення кута повороту. 

Значення вагових коефіцієнтів C1 і C4 
вибирають відповідно до енергетичних або силових 
витрат, необхідних для зміни відповідних 
узагальнених координат. Для тих координат, зміна 
яких потребує більших зусиль, доцільно призначати 
більші значення вагових коефіцієнтів [17]. У межах 

цього дослідження вплив величини вагових 
коефіцієнтів окремо не аналізують, тому для 
спрощення математичної моделі їх приймають 
сталими. 

Функція (21) характеризує критерій мінімізації 
зміни довжин виконавчих ланок із переміщенням 
характерної точки вихідної ланки в декартовому 
просторі. Використання квадратичного критерію 
обумовлене зручністю визначення оптимального 
розв’язку та простотою математичної реалізації. 

Умови (22) задають допустимий діапазон зміни 
параметрів виконавчих ланок (l1) і (l4). У такому 
випадку цільову функцію Лагранжа можна записати 
як [18] 

(23) 

де u12, u22 — допоміжні змінні; 

λ1, λ 2— множники Лагранжа. 

Необхідна умова існування мінімуму функції 
(23) задана співвідношенням 

 

 (24) 

 

Достатньою умовою досягнення мінімуму є 
додатне значення другої похідної цільової функції: 

.  (25) 

Оскільки функція Лагранжа (23) є опуклою, а 
множники Лагранжа задовольняють умови  λ1  ≥ 0, λ2  

≥ 0, то виконання необхідних умов автоматично 
забезпечує достатність отриманого розв’язку. 

Спільне розв’язання рівнянь (8), (13) і (24) 
допомагає визначити оптимальне значення кута 
повороту основи φн, а також відповідні значення 
довжин виконавчих ланок (l1) і (l4) і множників 
Лагранжа λ1, λ 2. 

У випадку отримання декількох допустимих 
розв’язків для φн остаточний вибір роблять 
підстановкою знайдених значень у функціонал (21) і 
подальшим порівнянням отриманих результатів 
оптимізації. 
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Під час переміщення вихідної ланки від точки 
Mп(xMп, yMп, zMп) до точки Mк(xMк, yMк, zMк) 
використовують аналогічний алгоритм визначення 

положення. Загальну структуру алгоритму 
позиціювання наведено на рис. 3. 

 

 

Рис. 3. Структурна схема алгоритму розв’язання задачі позиціювання маніпулятора 

Для розрахунку кінематичних характеристик 
маніпулятора як виконавчих ланок вибрано лінійні 
електроактуатори LINAK LA33 (рис. 4) із 
максимальним робочим ходом 600 мм, швидкістю до 
70 мм/с і робочим навантаженням до 5000 Н. 
Розглянемо практичну реалізацію запропонованого 
підходу для маніпулятора паралельно-послідовної 
структури з додатковим зв’язком з урахуванням 
обмежень на зміну довжин актуаторів. 

 

Рис. 4. Лінійний електроактуатор LINAK LA33 [19] 

Спочатку маніпулятор перебуває в нульовому 
положенні, де вихідна ланка зафіксована в точці M0 з 
координатами xM0 = 0 мм, yM0 = 730 мм, zM0 = 85 мм. У 
цьому положенні довжини виконавчих ланок 1–3 
мають мінімальні значення: l10 = 765 мм, l20 = 768 мм, 
l30 = 770 мм, кут повороту основи ABC становить φ0 = 
0∘, а довжина четвертої ланки з урахуванням 
геометричних параметрів дорівнює l40 = 755 мм. 

Далі задаємо координати початкової точки Mн 
вихідної ланки: xMп = 110 мм, yMп = 860 мм, zMп = 460 
мм. Із виразів (16) і (17) однозначно визначають 
відповідні довжини ланок l2п = 975 мм і l3п = 1025 мм. 
Потім з умови мінімуму квадратичної функції (24) з 
урахуванням обмежень обчислюють кут повороту 
основи ABC φп = −0,18 рад (≈ −10,3°). Після цього 
визначають довжини виконавчих ланок l1п = 815 мм і 
l4п = 805 мм для відповідної конфігурації 
маніпулятора.  

Розрахункові значення узагальнених координат 
l1, l2, l3, l4 мають лежати в межах конструктивних 
обмежень механізму та актуаторів (lsmin≤ls≤lsmax) і 
проходити перевірку на відповідність геометричним 
параметрам конструкції. 

Аналогічно задачу позиціювання розв’язують 
із переміщенням вихідної ланки з початкової точки 
Mп(xMп, yMп, zMп) у кінцеву точку Mк(xMк, yMк, zMк). 

Числові результати розв’язання задачі 
позиціювання з урахуванням нульового, початкового 
та кінцевого положень наведено в таблиці. 

Т
а
б
л
и
ц
я
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Розрахункові значення координат і узагальнених координат маніпулятора паралельно-послідовної структури з 
додатковим зв’язком 

 

Параметр 

Значення в нульовому 
положенні 

Значення в початковій 
точці 

Значення в кінцевій 
точці 

Координати характерної точки M 
(xM, yM, zM). 

xM0 = 0 мм  

yM0 = 730 мм  

zM0 = 85 мм 

xMп = 100 мм  

yMп =  850 мм  

zMп = 442 мм 

xMк = -100 мм  

yMк = 950 мм  

zMк = 600 мм 

Узагальнені координати l1,l2,l3,l4  l10 = 765 мм 

l20 = 768 мм  

l30 = 770 мм  

l40 = 755 мм 

l1п = 815 мм  

l2п= 975 мм  

l3п  = 1025 мм  

l4п = 805 мм 

l1к = 870 мм 

l2к = 1185 мм l3к = 
1145 мм  

l4к = 875 мм 

Узагальнені координати L, ψ, δ, 
φ  

L0 = 1405 мм 

 ψ0 = −1,40  

δ0 = 0  

φ0 = 0 

Lп =  1630 мм  

Ψп = −1,19  

Δп = −0,08 

 φп = −0,18  

Lк = 1795 мм  

ψк = −1,12  

δк = 0,07  

φк = −0,43  

Додатково були розраховані значення 
узагальнених координат маніпулятора в системі 
координат додаткової ланки  L, ψ, δ, а також з 
урахуванням раніше визначеного кута повороту 
поворотної основи φ. Отримані параметри в системі 
координат додаткової ланки можуть бути використані 
в подальшому для складання математичної моделі 
динаміки маніпулятора. 

Отже, задача позиціювання для маніпулятора 
паралельно-послідовної структури з додатковим 
зв’язком успішно розв’язана. Наразі відомі початкові 
та кінцеві значення конфігурації маніпулятора. 

На наступному етапі виконують кінематичний 
синтез, тобто визначають закони зміни узагальнених 
координат під час переміщення характерної точки 
вихідної ланки з початкового положення в кінцеве за 
заданий проміжок часу τ  відповідно до 
запрограмованої траєкторії. 

Подальші дослідження передбачатимуть 
розв’язання прямої задачі кінематики в аналітичній 
формі, динамічний аналіз маніпулятора з урахуванням 
інерційних і гравітаційних навантажень, а також 
розроблення алгоритмів оптимального керування з 
метою підвищення точності позиціювання, швидкодії 
та енергетичної ефективності системи. Отримані 
результати створюють надійну основу для практичної 
реалізації прототипу маніпулятора та його 
випробувань у реальних умовах. 

Висновки. 

У статті досліджено кінематичні 
характеристики маніпулятора паралельно-послідовної 
структури з додатковим кінематичним зв’язком. 
Розроблено та проаналізовано кінематичну схему 
маніпулятора, встановлено його ступені рухомості з 
урахуванням поворотної основи. Розв’язано пряму та 
обернену задачі кінематики для різних способів 
задавання узагальнених координат. Показано, що з 
поданням у системі l-координат обернена задача 
кінематики має аналітичне розв’язання, тоді як пряма 
задача реалізована чисельне. Для системи координат 
додаткової ланки отримано аналітичні розв’язки як 
прямої, так і оберненої задач кінематики, що 
підвищує зручність їх використання для задач 
керування та подальшого динамічного моделювання. 

Розв’язано задачу позиціювання вихідної ланки 
маніпулятора на основі встановлених кінематичних 
залежностей, що допомагає визначати положення та 
орієнтацію робочого органу за заданими 
узагальненими координатами. Досліджено особливі 
положення механізму, за яких виникають виродження 
кінематичних характеристик і можливі 
неконтрольовані зміни параметрів вихідної ланки. 
Сформовано аналітичні вирази керуючої матриці, що 
дає змогу пов’язати швидкості приводів із 
швидкостями узагальнених координат, що допомагає 
аналізувати вплив приводів і оцінювати наближення 
до сингулярних конфігурацій. 
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Отримані результати формують основу для 
подальших досліджень у напрямі синтезу законів 
керування та динамічного аналізу маніпуляторів 
паралельно-послідовної структури, а також 
визначають перспективні напрями їх використання 
для технологічних процесів з обробки складних 
поверхонь в авіаційній і машинобудівній галузях. 
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Investigation of Kinematic Characteristics of Hybrid 
Parallel-Serial Robotic Systems with an Additional 
Kinematic Linkage 

The article investigates the kinematic 
characteristics of hybrid parallel-serial robotic systems 
with an additional kinematic linkage. The relevance of the 
study is driven by the growing demand in modern 
manufacturing for high-performance robotic systems 
capable of ensuring high positioning accuracy, structural 
rigidity, and enhanced functionality when performing 
technological operations in aviation, mechanical 
engineering, automotive industry, and other sectors. 
Parallel manipulators are characterized by high load-
carrying capacity, speed, and positioning accuracy of the 
end-effector. However, they have a limited workspace. 
One of the promising ways to overcome this limitation is 
the use of hybrid structures that combine the advantages 
of parallel and serial mechanisms. Such systems allow 
expanding the working area while maintaining high 
stiffness and dynamic performance. 

This paper examines a hybrid parallel-serial 
manipulator, a distinctive design feature of which is the 
presence of an additional passive kinematic linkage. The 
use of the additional link reduces bending loads on the 
linear actuators and increases the overall structural 
rigidity during the manipulation of heavy objects. 
Furthermore, the additional kinematic linkage expands the 
technological capabilities of the system and can be used 
to implement auxiliary functions, such as supplying 
working media, energy, or mounting additional functional 
modules.Within the framework of the study, the structural 
analysis of the manipulator was performed and a 
mathematical model for determining its kinematic 
characteristics was developed. The features of solving the 
forward and inverse kinematics problems were 
considered, and the relationships between the actuator 
parameters and the position of the end-effector were 
established. The obtained results can be applied in the 
design and synthesis of control systems for hybrid robotic 

complexes with increased requirements for accuracy and 
rigidity. 

Keywords: hybrid manipulator, parallel-serial 
structure, robotic system, kinematic analysis, forward 
kinematics, inverse kinematics, additional kinematic 
linkage. 
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