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ЗАВДАННЯ 1. Визначений інтеграл 

 

Завдання 1.1. Обчислити визначені інтеграли. 
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Завдання 1.2. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями. 
 

Варіант Обмеження Варіант Обмеження 

1 2yx  , 1x , 0y  16 2xy  , 4y  

2 2xy  , 32  xy  17 xy  , 4x , 1y  

3 12 2  xy , 2 xy  18 
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5
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4 xxy 32  , 22  xy  19 xy 92  , xy   
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10 12  xy , 5 xy  25 xxy  2 , 0y , 2x  

11 xy 162  , xy 4  26 2xy  , 82  xy  

12 xy 3 , 9y , 0x  27 5xy , 5x , 5y  

13 24 xy  , xy 3 , 0x  28 24 xxy  , xy   
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Завдання 1.3:  

а) обчислити довжину дуги кривої  xfy  , bxa  ; 

 

Варіант  xfy   a  b  Варіант  xfy   a  b  
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14 214 xy   0 7  29 229 xy   29  0 

15 215 xy   15  0 30 230 xy   0 15  

 

б) обчислити довжину дуги кривої, заданої рівнянням, якщо 
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в) обчислити довжину дуги кривої, яка задана 
параметрично: 
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Завдання 1.4. За допомогою визначеного інтеграла знайти 

об’єм тіла, утвореного при обертанні фігури, обмеженої заданими 
лініями, навколо осі Ox . 
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ЗАВДАННЯ 2. Невласний інтеграл 

 

Обчислити невласний інтеграл або довести його 

розбіжність. 
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ЗАВДАННЯ 3. Подвійний інтеграл 

 

Обчислити подвійний інтеграл  
 

dxdyyxf

D
 ,  за областю  D . 

Зробити рисунок. 
 

Варіант Умова завдання 

1 
 

dxdyyx

D


23 ,  D : 0,0,222  yxRyx  

2 

 
 

dxdyyx

D
 2

,  D  − область, обмежена параболами ,2xy   

2yx   

3  
dxdy

y

x

D

 2

2

,  D  − область, обмежена прямими xyx  ,2  та 

гіперболою 1yx  

4 

 
 

dxdyyx

D
 cos ,  D  − область, обмежена прямими ,0x   

xyy  ,  

5 
 

 
dxdyyx

D
  ,  D  – верхня половина круга 0122  y,yx  

6 

 
 

dxdyyx

D
  2

,  D  – область, обмежена параболою 2xy   та 

прямою xy   

7 

 
 

dxdyyx

D
 sin ,  D  − область, обмежена прямими ,0x  

,
2

y  xy   

8  
dxdy

x

y

D
 2

2

,  D  − область, обмежена прямими xyy  ,2  та 

гіперболою 1yx  
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9  
dxdy

y

x

D


 21

,  D  − область, обмежена прямими ,0x  ,1y  

xy   

10   


D yx

dxdy
21

,  D  − область, обмежена прямими 

,0y xyx  ,1  

11 
 

dxdyyx

D


2 ,  D : 00422  y,x,yx  

12 

 
 

dxdyyx

D

 2 ,  D  − область, обмежена параболами ,2xy   

22yx   

13  
dxdy

y

x

D

 ,  D  − область, обмежена прямими 1,2  yx  та 

гіперболою 1yx  

14 

 
 

cos
D

x y dxdy ,  D  − область, обмежена прямими ,0x  

xyy  ,
2

  

 

15 
 

 
dxdyyx

D

 3 ,  D  – нижня половина круга 0,922  yyx  

16 

 
 

dxdyyxy

D
  2

,  D  – область, обмежена параболою 2yx   та 

прямою xy   

17 

 
 

dxdyyx

D
 sin ,  D  − область, обмежена прямими ,0x  

xyy  ,  

18  
dxdy

x

y

D

 ,  D  − область, обмежена прямими 1,2  xy  та 

гіперболою 1yx  

19  
dxdy

x

y

D


 24

,  D  − область, обмежена прямими ,0y  

,1x xy   

20   


D yx

dxdy

22
,  D  − область, обмежена прямими ,0x  ,1y  

xy   



20 

21 
 

dxdyyx

D

 ,  D : 0,0,122  yxyx  

22 

 
 

dxdyyx

D

  3 ,  D  − область, обмежена параболами ,2xy   

2yx   

23  
dxdyxy

D
 ,  D  − область, обмежена прямими 2,0  yx  та 

кривою xey   

24  
dxdyx

D

 ,  D  − область, обмежена прямою 0y  та кривою 

xy sin , 0 x    

25 
 

 
dxdyyx

D

 2 ,  D  – верхня половина круга 2 2 4x y   ( 0y  ) 

26 

 
 

dxdyyx

D
  23 ,  D  – область, обмежена параболою 2xy   та 

прямою xy   

27 
 

dxdyy
D

 ,  D  − область, обмежена прямими 

,0,
2

,0  yxx   та кривою xy cos  

28  
dxdy

y

x

D

 ,  D  − область, обмежена прямими eyx  ,0  та 

кривою xey   

29 
 

dxdyx

D

 ,  D  − трикутник ABC :  3;2A ,  0;2B ,  0;4C   

30 

 
 
 

D

dxdyyx ,  D  − область, обмежена прямою xy 2  та  

параболою 2xy   

 

 

ЗАВДАННЯ 4. Криволінійний інтеграл  

 
Варіант Умова завдання 

1 

Обчислити криволінійний інтеграл  
 

 dyxyydxxyx

L

22 22    

вздовж дуги  L  параболи 2xy   від точки   1;1A  до точки 

 1;1B . Зробити рисунок 



21 

2 
Обчислити криволінійний інтеграл 

 
dyxdx

x

y

L

  вздовж дуги 

кривої xy ln  від точки  0;1A  до точки  1;eB . Зробити рисунок 

3 

Обчислити криволінійний інтеграл 

 
dyyxdxxy

L

)3( 2  вздовж 

дуги кривої xey   від точки  1;0A  до точки  eB ;1 . Зробити 

рисунок 

4 

Обчислити криволінійний інтеграл 

 
dy

y

x
dx

x

yx

L
22

2 3



  вздовж 

відрізка   ABL   від точки  3;1A  до точки  6;2B . Зробити 

рисунок 

5 

Обчислити криволінійний інтеграл  
 

 dyyxydxxyx

L

94 22    

вздовж верхньої половини еліпса 
 

 







,sin2

,cos3

tty

ttx
  ;0t . Зробити 

рисунок 

6 

Обчислити криволінійний інтеграл 

 
dyyxdxyx

L

)3(2   вздовж 

дуги  L  кубічної параболи 33xy   від точки  3;1A  до точки 

 0;0O . Зробити рисунок 

7 

Обчислити криволінійний інтеграл 

 
dy

yx

y
dx

yx

x

L
2222

2





  

вздовж дуги  L  кола 
 

 







tty

ttx

sin2

,cos2
 при обході його проти 

годинникової стрілки від точки  0;2A  до точки  2;0B . Зробити 

рисунок 

8 

Обчислити криволінійний інтеграл  
 

dyxydxyx

L

23   вздовж 

ламаної    OABL   з вершинами  0;0O ,  1;1A ,  3;2 B . 

Зробити рисунок 

9 

Обчислити криволінійний інтеграл 

 






L yx

dyxdxy

22
 вздовж межі 

 L  трикутника ABC  при обході її проти годинникової стрілки, 

якщо відомі його вершини  0;1A ,  1;1B ,  1;0C . Зробити 

рисунок 



22 

10 

Обчислити криволінійний інтеграл  
 

 dyyxdxyx

L

22   

вздовж ламаної    ABCL  , де  3;1A ,  5;1B ,  5;3C . Зробити 

рисунок 

11 

Обчислити криволінійний інтеграл 

 
dy

y

x
dx

y

y

L
2

2 1



  вздовж 

відрізка   ABL   від точки  2;1A  до точки  4;2B . Зробити 

рисунок. 

12 

Обчислити криволінійний інтеграл 

 
xdydxy

L

  вздовж дуги  L  

кола 
 

 







tty

ttx

sin3

,cos3
 при обході його проти годинникової стрілки 

від точки  0;3A  до точки  3;0B . Зробити рисунок 

13 

Обчислити криволінійний інтеграл 

 
 dyyxdxy

L

22   вздовж 

дуги  L  параболи 22yx   від точки  1;2 A  до точки  1;2B . 

Зробити рисунок 

14 

Обчислити криволінійний інтеграл 

 
 

L

dyxydxyx )3()3( 22
  

вздовж межі  L  трикутника OAB  при обході її проти 

годинникової стрілки, якщо відомі його вершини  0;0O ,  1;0A , 

 0;1B . Зробити рисунок 

15 

Обчислити криволінійний інтеграл  
 

dyyxdxxyx

L

32   вздовж 

верхньої половини еліпса 
 

 







,sin3

,cos5

tty

ttx
  ;0t . Зробити 

рисунок 

16 

Обчислити криволінійний інтеграл   
 

 dyxydxyx

L

 122
  

вздовж дуги  L  параболи 12  xy  від точки  0;1A  до 

точки  0;1B . Зробити рисунок 

17 

Обчислити криволінійний інтеграл 

 
23y

dy
dxxy

L

  вздовж дуги 

кривої 
xy 2  від точки  1;0A  до точки  2;1B . Зробити рисунок 



23 

18 

Обчислити криволінійний інтеграл 

 
dyxdx

x

y

L

2

2
  вздовж дуги 

кривої 
 

 







tty

ttx

ln

,
 від точки  0;1A  до точки  1;eB . Зробити 

рисунок 

19 

Обчислити криволінійний інтеграл  
 

 dyyxdxyx

L

  

вздовж ламаної    OABL   з вершинами  0;0O ,  0;2A ,  5;4B . 

Зробити рисунок 

20 

Обчислити криволінійний інтеграл  
 

dyxdxxxy

L


2  вздовж 

дуги  L  параболи 22xy   від точки  0;0O  до точки  2;1B . 

Зробити рисунок 

21 

Обчислити криволінійний інтеграл  
 

dyyxdxyx

L

)2(2    

вздовж ламаної    OABL   з вершинами  0;0O ,  1;0A ,  4;3B . 

Зробити рисунок 

22 
Обчислити криволінійний інтеграл 

 
dy

x
dxxy

L

3
  вздовж дуги 

кривої xy ln  від точки  0;1A  до точки  1;eB . Зробити рисунок 

23 

Обчислити криволінійний інтеграл  
 
 

L

dyydxxy 212  вздовж 

межі  L  трикутника ABC  при обході її проти годинникової 

стрілки, якщо відомі його вершини  0;1A ,  1;1B ,  1;2C . 

Зробити рисунок 

24 

Обчислити криволінійний інтеграл  
 

 dyxydxyx

L

132    

вздовж верхньої половини еліпса 
 

 







,sin2

,cos

tty

ttx
  ;0t . Зробити 

рисунок 

25 

Обчислити криволінійний інтеграл  
 

 dyydxxxy

L

212   

вздовж ламаної    ABCL  , де  3;5A ,  3;2B ,  5;1C . Зробити 

рисунок 

26 

Обчислити криволінійний інтеграл 

 
 

L

dyydxxy 42
 вздовж дуги 

кривої xy   від точки  1;1A  до точки  2;4B . Зробити рисунок 



24 

27 

Обчислити криволінійний інтеграл  
 

xdydxyx

L


2  вздовж 

дуги  L  кола 
 

 







tty

ttx

sin5

,cos5
 при обході його проти годинникової 

стрілки від точки  0;5A  до точки  5;0B . Зробити рисунок 

28 

Обчислити криволінійний інтеграл 

 
 dyyxdxyx

L

22 23   

вздовж ламаної    ABCL  , де  1;0A ,  1;2 B ,  1;5 C . Зробити 

рисунок 

29 

Обчислити криволінійний інтеграл 

 
 

L

dyyydxx 22
 вздовж дуги 

кривої xy ln  від точки  1;eA  до точки  0;1B . Зробити 

рисунок 

30 

Обчислити криволінійний інтеграл 

 
dy

y

x
dxy

L

  вздовж дуги 

кривої 
xey   від точки  1;0A  до точки  eB ;1 . Зробити 

рисунок 

 
 

МЕТОДИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ ТА ПРИКЛАД 

РОЗВ’ЯЗАННЯ ТИПОВОГО ВАРІАНТА 

 

Завдання 1.1. Обчислити визначені інтеграли: 

 

а) ;
214

1
2

dx
x

x



 

б) ;

ln1

3

1
2




e

xx

dx
 

в) 
1

0

xarctgxdx ; 

г) .

1

8ln

3ln 


xe

dx
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Розв’язання: 

а) для обчислення визначених інтегралів використовуємо 

формулу Ньютона-Лейбніца 
 

       aFbFxFdxxf

b

a

b

a

  

 
та властивості визначеного інтеграла (додаток А). 

 

 















dx

x

x

x
dx

x

x 4

1
22

4

1
2

2121
 
















































4

1

2

1

4

1

2

3

2

2

1
2

1
2

x

x
dxxx  

 
4

11
41

4

4

4

141
4

1




















xx
; 

 
б) для обчислення цього інтеграла скористаємось формулою 

заміни змінної для визначеного інтеграла 

 

      dtttfdxxf
b

a






 . 

 

 





















3

0
2

33

1
2 1

3ln

01ln1

ln

ln

ln1

3

t

dt

etex

tx

x

dx
dxxdt

xt

xx

dx

вв

нн

e

 

 

 103ln1ln103ln010ln313ln1ln 22
3

0

2  tt ; 

 

в) інтеграл знаходимо за формулою інтегрування частинами 
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b

a

b

a

b

a
vduuvudv . 

 

 















1

0

2

2 21

x
xdxv

x

dx
dxarctgxdu

xdxdvarctgxu

xarctgxdx  

 





































 

42

1

1

11

2

1
1

2

1

122

1

0
2

21

0
2

2
1

0

2 
dx

x

x
arctg

x

dxx
arctgx

x
 

 

   









  11

2

1

82

1

81

1
1

2

1
1

0

1

0
2

arctgarctgxxdx
x


 

 

2

1

482

1

8



; 

 

г)      

 




















 dt
t

t

t

etx

etx

dt
t

t
dx

tx

te

et

e

dx

вв

нн

x

x

x

3

2

2

8ln

3ln

2

2

2

8ln

3ln

1

2

318ln

213ln

1

2

1ln

1

1

1
 

 

  2

3
ln

3

1
ln

2

1
ln

1

1
ln

2

1
2

1
2

1
2

3

2

3

2
2

3

2
2











 

t

t

t

dt
dt

tt

t
. 

 

 

Відповідь: а) 
4

11214

1
2




 dx
x

x
; б) 




3

1
2ln1

e

xx

dx  103ln  ; 

в)  
1

0

xarctgxdx
2

1

4



; г) 

2

3
ln

1

8ln

3ln






xe

dx
. 

 



27 

Завдання 1.2. Обчислити площу фігури, обмеженої лініями 

,22 xxy   4 xy . 

 

Розв’язання. Обчислюємо абсциси точок перетину 

параболи xxy 22   і прямої 4 xy : 

 











;4

,22

xy

xxy
   

,043

,42

2

2





xx

xxx









.4

,1
,

2

1

x

x
 

 

Фігура, площу якої необхідно знайти, зображена на 
рисунку 1.  

x

y

-1

3

2 4

8

0-4

4

4



x

y

xxy 22 

 
Рисунок 1 – Завдання 1.2 

 

За додатком Б обчислюємо площу. 

 

            
  

dxxxdxxxxdxxxxS
4

1

4

1

4

1

222 342424  

 
   












 

































3

1

2

1
314

3

4

2

4
344

32
34

3232
4

1

32 xx
x  

6

5
20

6

1
2

3

2
18 








 . 
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Відповідь: 
6

5
20S  (кв. од.).  

 

Завдання 1.3. Обчислити довжину дуги кривої. 

 

а) 236 xy  , 60  x ; 

б) 2xy  , 11  x ; 

в) 
 

 







;cos12

,sin2

ty

ttx
 20  t . 

 

Розв’язання: 
а) знаходимо похідну функції 

 

2

2

36

36

x

x
xy













  . 

 

Спрощуємо вираз 

 

 
222

2
2

2

2

36

6

36

36

36
1

36

11

xxx

x

x

x
y


























  

 
та за додатком В обчислюємо довжину дуги 

 

  


3
2

60arcsin1arcsin6
6

arcsin6

36

6
6

0

6

0
2













 
x

dx

x

l ; 

 

б) спочатку обчислюємо xy 2 . За додатком В довжина 

дуги дорівнює 

   


dxxdxxl
1

1

2
1

1

2
4121  
















 




xvdx

x

x
dxxdu

dxdvxu

2

2

2

41

4
41

41
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dx

x

x
dx

x

x
xx

1

1
2

21

1
2

21

1

2

41

114
52

41

4
41  

 





















1

1

2
2

1

2
1

1
2

2 412ln
2

1
4152

41

1
4152 xxdxxdx

x

x

   52ln
2

1
52ln

2

1
52  l . 

 
Таким чином, отримаємо 

 

   52ln
2

1
52ln

2

1
52  ll . 

  
  

 52ln52
2525

2552
ln

2

1
52

25

52
ln

2

1
522 






















l . 

 52ln
2

1
5 l ; 

 

в) обчислюємо спочатку похідні функцій 
 

 









.sin2

,cos12

ty

tx

t

t  

 

Оскільки 
 

          tttttyx tt
222222

sincoscos212sin2cos12  

2
sin4

2
sin222cos122cos222 2 tt

tt  , 

 

то за додатком В отримаємо 

 

  16118
2

cos24
2

sin4
2

sin4

2

0

2

0

2

0









 

 t
dt

t
dt

t
l . 

 

Відповідь: а) 3l  (од.); б)  52ln
2

1
5 l  (од.);              

в) 16l  (од.). 
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Завдання 1.4. Обчислити об’єм тіла, утвореного обертанням 

кривої 22 xxy  , 0y  навколо осі OX . 

Розв’язання. За додатком Г складемо підінтегральну 

функцію 

  432222 442 xxxxxy   

 

та знайдемо об’єм тіла (рисунок 2). 
 

x

y

20

 
 

Рисунок 2 – Завдання 1.4 
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24
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3

4
44

5
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3

2

0

2

0
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xxx
dxxxxVOX

 

 

Відповідь: 
15

16
OXV  (куб. од.). 

 

Завдання 2. Невласний інтеграл 

Обчислити невласний інтеграл або довести його 
розбіжність: 

а) ;
22

2


 xx

dx
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б) .
231

1
3 2

2

dx

x

x




 

 

Розв’язання: а) за додатком Д отримаємо 
 






















 b

b

b

b
x

dx

xx

dx

xx

dx

2
2

2
2

2
2

4

9

2

122
limlim  


































2

1

2

5

2

1

2

5 2

2

3
2

3

ln

2

3
2

1

4

9

2

1

2

5
2

2

1

limlim

b

b

b

b

вв

нн t

t

t

dt

btbx

tx

dxdt

xt

 

4ln
3

1

4

1
ln0

3

1

2

3

2

5
2

3

2

5

ln

2

3

2

1
2

3

2

1

ln
3

1
lim 








































 b

b

b

; 

 

б) за додатком Е маємо 

 

 




















1

0
3 2

20

1
3 2

2

3 2

2
1

1
3 2

2 2323

11,
23

0
23

dx
x

x
dx

x

x

x
x

x
xf

точкаособливаx

dx
x

x
. 

 

Досліджуємо на збіжність кожний інтеграл правої частини 

виразу окремо. 
 



































 

dxxx

x

x
dx

x

x 







0

1

3

2

3

4

0

0

1
3 2

20

1 0
3 2

2

23
2323

limlim  

 



32 

        











































3

1

3

7

3

1

3

7

161
7

9
060

7

9
6

7

9
limlim

0

0

1

3

1

3

7

0








xx  

7

51
6

7

9
   даний інтеграл збігається і дорівнює 

7

51
. 

 

Аналогічно досліджуємо на збіжність другий інтеграл 

 










1

0
3 2

21

0 0
3 2

2 2323
lim

 x

x
dx

x

x
 

 

    









































3

1

3

7

060
7

9
6

7

9
6

7

9
limlim

0

1

0

3

1

3

7

0







xx  

 

7

51
6

7

9
   даний інтеграл збігається і дорівнює 

7

51
. 

 
Отже, отримаємо загальний інтеграл  

 

7

102

7

51

7

51231

1
3 2

2







dx

x

x
. 

 

Відповідь: а) інтеграл збігається і дорівнює 4ln
3

1
;  

б) інтеграл збігається і дорівнює 
7

102
. 

 

Завдання 3. Подвійний інтеграл 

Обчислити подвійний інтеграл  
 

dxdyyx

D
 1  за областю 

 D . Зробити рисунок. 

Розв’язання. Побудуємо область  D  (рисунок 3). 
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Рисунок 3 – Область інтегрування завдання 3 

 

Обчислюємо координати точок перетину заданих ліній 
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За рисунком 3 визначаємо, що замкнена область  D  

правильна відносно осі OX . Тоді за додатком К обчислюємо 
подвійний інтеграл 
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xxxx
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9

5
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4
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1
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1

6

1

2

1


















  

 

Відповідь:  
  20

9
1  dxdyyx

D

. 

Зауваження. Даний подвійний інтеграл можна обчислити 
іншим способом, змінивши порядок інтегрування у повторному 

інтегралі. 

 

Завдання 4. Криволінійний інтеграл  

Обчислити криволінійний інтеграл 
 

dyydxyx

L

  вздовж 

замкненого контура, утвореного лініями: 0,4,2  xyxy . 

Зробити рисунок. 

Розв’язання. Побудуємо контур  L  (рисунок 4). 

 

x

y

2

4y

2xy 

1

1

4

O

AB

 
 

Рисунок 4 – Контур інтегрування завдання 4 

 

Застосовуючи адитивність криволінійного інтеграла другого 
роду (додаток Л), маємо 
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BOOA ABL

ydyxydxydyxydxydyxydxdyydxyx . 

 

Розглянемо кожен інтеграл окремо ( )4;0(,)4;2(,)0;0( BAO ). 

 

  12
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0;2
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  xxdx

xx
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BA

; 

 

8
2

0;4

0

0
0

4

0

4

2









 
y

ydy

yy

dx

x

ydyxydx

BO
BB

. 

 

 
Таким чином, в результаті отримаємо 

 

 
48812  dyydxyx

L

. 

 

Відповідь: 
 

4 dyydxyx

L

. 
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ПИТАННЯ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЮ 

 

1 Поняття про визначений інтеграл. 
2 Геометрична інтерпретація визначеного інтеграла. 

3 Властивості визначеного інтеграла. 

4 Формула Ньютона-Лейбніца. 
5 Метод заміни змінної. 

6 Метод інтегрування частинами. 

7 Геометричне застосування визначеного інтеграла. 
Обчислення площ плоских фігур. Обчислення довжини дуги. 

Обчислення об’єму тіла обертання.  

8 Невласні інтеграли першого роду. 
9 Невласні інтеграли другого роду. 

10 Подвійні інтеграли. 
11 Криволінійні інтеграли другого роду. 

 

 

ТЕСТОВІ ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЮ 

 

1 Обчислити  
2

2

1

3 5x dx



 . 

A B C D E 

147 -54 57 21 
Інша 

відповідь 

2 Обчислити 
3

4

cos4x xdx




 . 

A B C D E 

1.25 
96

343 
 5 0 

Інша 

відповідь 

 

3 Знайти площу фігури, яка обмежена лініями 

5, 6xy x y   . 

 

A B C D E 

10.125 0.95 5 5ln512  
Інша 

відповідь 
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4 Знайти довжину дуги кривої  
32 5 , 9 12y x x    . 

 

A B C D E 

21.255 9.95 52 3.95 
Інша 

відповідь 

 

5 Обчислити об’єм тіла, утвореного при обертанні фігури, 

обмеженої лініями 23 , 0y x x y   , навколо осі Ox . 

 

A B C D E 

8.1π 9.8π 2.59π 9π 
Інша 

відповідь 

 

6 Невласний інтеграл першого роду – це … . 

 

A B C D E 
2

1
1

dx

x 
  

5

2
2 ( 1)

dx

x 
  

2
1

dx

x




  

2

2
1 5

dx

x 
  

Інша 

відповідь 

 

7 Знайти 




1

1
1

1
dx

x

x
. 

 

A B C D E 

1 1.614 0 
Інтеграл 

розбігається 

Інша 

відповідь 

 

8 Обчислити невласний інтеграл або довести його 

розбіжність 

 

3

2
2 1

x
dx

x



 

 . 

 

A B C D E 

-0.05 -4 
Інтеграл 

розбігається 
2 

Інша 

відповідь 
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9 Змінити порядок інтегрування у повторному інтегралі 

   
1 3 1

0 1

3 3

; ;
y

y y

dy f x y dx dy f x y dx    . 

 

A B C D E 

 
3 1

0 3

;

x

dy f x y dx 

 

 
3 3

1 0

;
x

dx f x y dy 

 

 
3

0 3

;
x

x

dx f x y dy 

 

 
1 3

0

;
x

x

dx f x y dy 

 

Інша 

відповідь 

 

10  Обчислити    2

( )

2 3

AB

x y dx y x dy   , якщо ( )AB  дуга 

кривої y x ,  1;1A ,  4;2B . 

 

A B C D E 

10 15 113 11.36 
Інша 

відповідь 
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ДОДАТОК А 
 

Властивості визначеного інтеграла 

1)     
a

b

b

a

dxxfdxxf  

2)   0
a

a

dxxf  

3) якщо   0xf  для  bax ; , то   0
b

a

dxxf  

4)     
b

a

b

a

dxxfkdxxkf , constk  , Rk  

5)          
b

a

b

a

b

a

dxxfdxxfdxxfxf 2121  

6) якщо   0xf  для  bax ; , то   0
b

a

dxxf  

7) якщо    xxf   для  bax ; , то    dxxdxxf
b

a

b

a
    

8)        
c

a

b

c

b

a

dxxfdxxfdxxf  

9) якщо m  і M  - найменше та найбільше значення функції  xfy   на 

 ba;  відповідно, то      abMdxxfabm
b

a

   

10) якщо  xf  - неперервна на  ba; , то на цьому інтервалі існує хоча б 

одна точка cx   ( bca  ), така, що     abcfdxxf
b

a
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ДОДАТОК Б 
 

Площа фігури 

y

0 a b

y= f (x)

x

D

 

 dxxfS
b

a
D  ,   0xf  

y

0

a b

y= f (x)

x

D

 

 dxxfS
b

a
D  ,   0xf  

y

0 a b

y=f 2 (x)

y=f 1 (x)
x

D

 

    dxxfxfS
b

a
D }{ 12   , 

   xfxf 12   

 

 

 О  

D 
 
 

  

    ; : , 0D              

– сектор у полярних координатах, 

обмежений неперервною лінією 

    ,  

 




 dSD
2

2

1
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ДОДАТОК В 
 

Довжина дуги кривої 

y

0

a b

y=f(x)

x

B

A  

Крива задана явно: 

 ,xfy    bax ; , 

   dxxfl
b

a
 

2
1  

Крива задана параметрично: 

 

 







;

,

tyy

txx
  21;ttt , 

    dtyxl

t

t
tt 

2

1

22  
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ДОДАТОК Г 
 

Об’єм тіла обертання 

 

 

 2
b

Ox
a

V f x dx    

 

 

 2
b

Oy
a

V xf x dx    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b  a  D  

y  

x  

1  1  x  0  

y  
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ДОДАТОК Д 
 

Невласні інтеграли І роду (невласні інтеграли з нескінченними 

межами інтегрування) 

Функція  xf  визначена на  ;a  та інтегрована на будь-якому 

відрізку  ba; ,  ba . 

Якщо існує скінченна границя  


b

ab

dxxflim , то її називають невласним 

інтегралом І роду і позначають  


a

dxxf  

За визначенням:    





b

aba

dxxfdxxf lim : 

1) якщо границя скінченна, то невласний інтеграл називається збіжним, а 

підінтегральну функцію  xf  називають інтегрованою на проміжку 

 ;a ; 

2) якщо границя не існує або нескінченна, то невласний інтеграл 

називається розбіжним, а  xf  називається неінтегрованою на  ;a  

Аналогічно визначається невласний інтеграл на проміжку  b; : 

   



b

aa

b

dxxfdxxf lim  

Невласний інтеграл з двома нескінченними межами. 

     










c

c

dxxfdxxfdxxf , 

де c  – довільне число, є збіжним лише тоді, коли є збіжними обидва 

невласних інтеграли у правій частині 












1

,1

0




 присярозбігаєть

призбігається

x

dx
 







 dxe

x

2

2

,  де 2

2

2

1
x

ey





 - функція Гаусса 
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ДОДАТОК Е 

 
Невласні інтеграли ІІ роду (невласні інтеграли від необмежених 

функцій) 

Функція  xf  визначена на  ba; , має в 

bx   особливу точку (   
 0bx

xf ) та 

інтегрована на відрізку                         

 ba; ,( ab   ,0 ).  

Якщо існує скінченна границя 

 








b

a

dxxflim
0

, то її називають невласним 

інтегралом ІІ роду і позначають  
b

a

dxxf . За 

визначенням    









b

a

b

a

dxxfdxxf lim
0

 

 

Аналогічно, якщо ax   - особлива 

точка: 

 

   



b

a

b

a

dxxfdxxf


lim

0

 

 

 

 

1 Якщо границя скінченна, то невласний інтеграл збігається. 

2 Якщо границя не існує або нескінченна, то невласний інтеграл 

розбігається 
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Якщо  xf  необмежена в околі 

точки  bac ; , то невласний 

інтеграл  

      
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf  

 є збіжним лише тоді, коли є 

збіжними обидва невласних 

інтеграли у правій частині 

 










1

,11

0




 присярозбігаєть

призбігається

x

dx  
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ДОДАТОК Ж 
 

Подвійний інтеграл 
Властивості подвійних інтегралів 

Сталу можна виносити за знак інтеграла 

 

( , ) ( , )

D D

Cf x y dxdy C f x y dxdy   

Інтеграл від суми функцій дорівнює сумі 

інтегралів від цих функцій 

[ ( , ) ( , )]

( , ) ( , )

D

D D

f x y g x y dxdy

f x y dxdy g x y dxdy

 

 



 
 

Якщо область D  можна подати як суму 

(об’єднання) двох частин 1D  та 2D  

1 2( )D D D , то інтеграл по області D  

дорівнює сумі інтегралів за частинами 

1D  та 2D  

 

 

 

 

 

 

1 2

1 2

( , )

( , ) ( , )

D D D

D D

f x y dxdy

f x y dxdy f x y dxdy





 



 
 

Теорема про середнє: 

якщо функція ),( yxfz   неперервна в замкненій області D , тоді існує 

принаймні одна точка DM 0  така, що справедлива рівність 

0( , ) ( ) D
D

f x y dxdy f M S , 

де DS  – площа області D . 

Значення fMf )( 0  називають середнім 

 

D
1
 D

2
 

y 

x a b c 

d 

0 
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ДОДАТОК И 
 

Застосування подвійного інтеграла 

y

x0

z

ba

y=y1(x)

y=y2(x)

z=f (x;y)

D

 

Подвійний інтеграл 

дорівнює об’єму тіла, 

обмеженого областю D  на 

площині 0z , 

циліндричною поверхнею 

(для якої твірна паралельна 

осі OZ , а напрямна 

збігається з контуром 

області D ) і поверхнею з 

рівнянням ),( yxfz   

( 0),( yxf  в області D ) 

 

 
 

 2

1

( , )

;

D

y xb

a y x

V f x y dxdy

dx f x y dy

 





 

 

y

0 a b

y=y 2 (x)

y=y 1 (x)

x

D

 

Якщо 1),( yxf , то 

подвійний інтеграл дорівнює 

площі області D  

 

 2

1

y xb

D
D a y x

S dxdy dx dy     
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ДОДАТОК К 
 

Обчислення подвійних інтегралів 

d

x

y

c

0 a b

D

 

Для прямокутної області інтегрування 

справедлива рівність 

 

 

( , ) ;

;

b d

D a c

d b

c a

f x y dxdy dx f x y dy

dy f x y dx

 



  

 

 

b x

y

a0

y=y1(x)

y=y 2(x)

x=x0

 

Для області D , правильної відносно 

осі OX , тобто області, для якої будь-

яка горизонтальна пряма, що 

проходить через внутрішню точку 

області, перетинає межу області не 

більше як у двох точках: 

2

1

( )

( )

внутрішній інтеграл

зовнішній інтеграл

( , )

( , )

D

y xb

a y x

f x y dxdy

f x y dy dx



 
 
 
 



   

d

x

y

c

0

x=x1(y)

x=x 2(y)

y=y0

 

Для області D , правильної відносно 

осі OY , тобто області, для якої будь-

яка горизонтальна пряма, що 

проходить через внутрішню точку 

області, перетинає межу області не 

більше як у двох точках: 

2

1

( )

( )

внутрішній інтеграл

зовнішній інтеграл

( , )

( , )

D

x yd

c x y

f x y dxdy

f x y dx dy
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d

x

y

c

0

y=y1(x)

y=y 2(x)

D1

a bs

D2

 

 
 

 
 

1

2

( , ) ;

;

y xs

D a c

y xb

s c

f x y dxdy dx f x y dy

dx f x y dy

 

 

  

 

 
 

 2

1

;

x yd

c x y

dy f x y dx    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



51 

ДОДАТОК Л 
 

Криволінійний інтеграл ІІ роду 

   

   

   
   

      
      

   

   

a b x

y

0

A=M0

B=Mn

Mn-1

M1

Mi

Mi+1

Ki

Δ xi

Δ yi

 iF K

xi

yi

d

c

 ir

 

Криволінійним інтегралом ІІ роду від функції  ;F x y  вздовж кривої AB 

називається скінченна границя інтегральної суми 

1

lim ( )
i

n

i i
r

i AB

F C r F dr




    , 

яка не залежить від розбиття кривої AB і вибору точок  ;i i iK x y  
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Властивості криволінійного інтеграла ІІ роду 

1 Сталу можна виносити за знак інтеграла  

         ; ; ; ;
AB AB

C P x y dx Q x y dy C P x y dx Q x y dy     

2 Інтеграл від суми функцій дорівнює сумі інтегралів від цих функцій 
 

         1 2 1 2; ; ; ;
AB

P x y P x y dx Q x y Q x y dy     

       1 1 2 2; ; ; ;
AB AB

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy      

 

3 Якщо дугу AB  кривої L  можна подати як суму (об’єднання) двох 

частин AC  та CB  ( )AB AC CB , тоді  

A

C

B

 

   

       

; ;

; ; ; ;

AC CB

AC CB

P x y dx Q x y dy

P x y dx Q x y dy P x y dx Q x y dy

 

   



 
 

Формули для обчислення криволінійного інтеграла ІІ роду 

Якщо крива AB задана 

параметрично: 

 

 

,

,

x x t

y y t

 



t                  , ,

AB

Pdx Qdy

P x t y t x t Q x t y t y t dt





 

    




 

Якщо крива AB задана явно: 

  bxaxyy  ,   

       , ,

AB

b

a

Pdx Qdy

P x y x Q x y x y x dx
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