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ЗАВДАННЯ 1. Диференціальні рівняння першого 

порядку 

 

Завдання 1.1. Знайти загальний розв’язок (загальний 

інтеграл) диференціального рівняння першого порядку. 

 
Варіант 1 

1) ctgyxxy  ln ;  

2)
x

y
yxy

x

y
x sin'sin  ; 

 3) yxxxy  5ln'  

Варіант 16 

1)    yxyxy  sinsin ; 

2) x

y

xeyyx  ; 

3) xe
x

y
y 2  

Варіант 2 

1) 0lnsin2  yyxy ; 

2)  xyyyxy lnln2'  ; 

3)   xxxyyx  32 '1  

Варіант 17 

1)     0'111 32  yyxyx ; 

2) 02 22  yxxyy ; 

3) xxyxy 2cossincos'   

Варіант 3 

1)   01 22  yeye xx ; 

2) 032  yxyx ; 

3)   11' 2  xyxy  

Варіант 18 

1) 0sinsincoscos  yxyxy ; 

2)  
x

yx
yxyxy


 ln' ; 

3)   14'12  xyyx  

Варіант 4 

1)     011 426  yxyyx ; 

2) yyxxy  22' ; 

3) xyxxy lnln'   

 

Варіант 19 

1) 093'
2

  yx xy ; 

2) 









x

y
xyxy 2cos' ; 

3) 
11

2
'

2

3

2 





x

e

x

xy
y

x

 

Варіант 5 

1) 2'  yctgxy ; 

2)   023 22  xyyxy ; 

3) 
22 11

'
x

arctgx

x

y
y





  

 

Варіант 20 

1) 0
1

1
'

2

2







x

y
y ; 

2) 
x

y
y  2' ; 

3) x
x

y
y 3'   
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Варіант 6 

1)   02'1 22  xyyx ;  

2) 
x

y

x

y
y sin'  ;  

3) x
x

y
y 3'   

Варіант 21 

1) 0
1

1
'

2

2







x

y
y ; 

2) 
x

y
y  2' ; 

3) 
2

sin2sin' 2 x
yxy   

Варіант 7 

1) 2' yyxy  ; 

2) y

x

y
arctg

x
xy ' ; 

3) xyyxx ln2'ln   

Варіант 22 

1)   01  yxxy ; 

2) '' yyxxyy  ; 

3)    222 12'1 xxyyx   

Варіант 8 

1)     011 32  yxy ; 

2)  xyyyx lnln3  ; 

3) 422 xyyx   

Варіант 23 

1)     02222  yxyxyxy ; 

2)  223 xyyyx  ; 

3) xeyy   

Варіант 9 

1)   0'2  yyxxy ;  

2) 
 

x

xyy
y




2
' ;  

3) 22'2  yyx  

Варіант 24 

1)   012
22   yeyx x

; 

2) 02  yxyx ; 

3) 0122  xyyx  

Варіант 10 

1)   049 22  yxyyx ; 

2) 0222  yxyxyx ; 

3)   yyxx 22  

Варіант 25 

1)   xx eyye  221 ; 

2)   0 yyxyx ; 

3) tgxyxy 2cos'  

Варіант 11 

1) 0cossinln 3  yyxyx ; 

2) 0 yxy
x

y
ctgx ; 

3) 2'  yctgxy  

Варіант 26 

1) 
xy

y
y

21
'


 ; 

2)   xyyyx 2'22  ; 

3) xeyy 357   
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Варіант 12 

1) yxyy 12 ; 

2) 05  yxyxy ; 

3) xxyxy cos' 2   

Варіант 27 

1) 0
cos

1

cos

1

22
 ytgx

y
tgy

x
; 

2) 22 2xyyyx  ; 

3)   44 22  xxyyx  

Варіант 13 

1) 0ln2  xyy ; 

2) xyxy  5' ; 

3) 04'  x
x

y
y  

Варіант 28 

1)   0 yxxyy ; 

2) yxyyxy  22 ; 

3) xexyy 33   

Варіант 14 

1)   0ln41 2  yxy ; 

2)   222 22' yxyxxxyy  ; 

3) 
2

2' xexxyy   

Варіант 29 

1) 22 22  yyyx ; 

2) 
yx

yx
y




 ; 

3) 
x

ytgxy
cos

1
  

Варіант 15 

1) xyxy ln' ; 

2)   xyyyx  '22 ; 

3) 03' yxy  

Варіант 30 

1) yxey  ; 

2)  223 22 yxyyx  ; 

3) xeyy 387   

 

Завдання 1.2. Знайти загальний розв’язок (загальний 

інтеграл) диференціального рівняння другого порядку методом 

пониження порядку. 
 

Варіант Диференціальне рівняння Варіант Диференціальне рівняння 

1 yy 1''  16 013  yy  

2 yxy  2''  17  xyxxy ln1ln''   

3 2

1
'''

x
yyx   18 0

'
sin''' 

x

y
xyyx  

4  2'''2 yyy   19 19''' yxy  

5 32

1
''

y
y   20 ''' yyx   

6 1'''2  xyyx  21 012  xyyx  

7 5''' yy  22  122''' 2  xyyx  
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8 xexyyx 22   23  2yyyy   

9 
y

x
y


''  24 0 yyx  

10   .''' 2yyy   25     0'21'' 2  yyy  

11   0'
1

2
''

2



 y

y
y  26 tgxyy  2''  

12     yarctgyyx  21''  27   01  yey x  

13 ytgxy  2''  28   0'2''1 2  xyyx  

14 1ln  xyyx  29     0ln2  yyyy  

15  22 yyx   30 1'''  ytgxy  

 

 

ЗАВДАННЯ 2. Лінійні диференціальні рівняння другого 

порядку зі сталими коефіцієнтами 
 

Завдання 2.1. Знайти загальний розв’язок лінійного 

однорідного диференціального рівняння другого порядку зі 
сталими коефіцієнтами.  

 

Варіант Диференціальне рівняння Варіант Диференціальне рівняння 

1 02  yyy  16 096  yyy  

2 02  yyy  17 044  yyy  

3 034  yyy  18 036  yy  

4 0136  yyy  19 0 yy  

5 054  yyy  20 04  yy  

6 054  yyy  21 02  yy  

7 0 yy  22 022  yyy  

8 04  yy  23 023  yyy  

9 0 yy  24 052  yyy  

10 044  yyy  25 03'2''  yyy  

11 084  yyy  26 04'5''  yyy  

12 0208  yyy  27 0'5''  yy  

13 03  yy  28 02'''  yyy  

14 086  yyy  29 010'9''  yyy  

15 0178  yyy  30 06'''  yyy  
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Завдання 2.2. Розв’язати задачу Коші для диференціального 

рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами. 

 
Варіант Диференціальне рівняння Варіант Диференціальне рівняння 

1  

 













.40

;30

;034

y

y

yyy

 16  

 













.60

;20

;054

y

y

yyy

 

2  

 













.20

;00

;02

y

y

yy

 17  

 













.30

;00

;04

y

y

yy

 

3  

 













.50

;40

;02

y

y

yyy

 18  

 













.10

;30

;0102

y

y

yyy

 

4  

 













.50

;30

;0256

y

y

yyy

 19  

 













.10

;00

;04

y

y

yy

 

5  

 













.10

;50

;044

y

y

yyy

 20  

 













.10

;00

;081

y

y

yy

 

6  

 













.30

;40

;0127

y

y

yyy

 21  

 













.20

;20

;09

y

y

yy

 

7  

 













.00

;40

;0

y

y

yy

 22  

 













.10

;30

;012'13''

y

y

yyy

 

8  

 













.10

;20

;02

y

y

yyy

 23  

 













.40

;30

;010'9''

y

y

yyy

 

9  

 













.70

;10

;0294

y

y

yyy

 24  

 













.50

;00

;0127

y

y

yyy

 

10  

 













.10

;20

;0136

y

y

yyy

 25  

 













.00

;20

;054

y

y

yyy

 



9 

11  

 













.10

;00

;0124

y

y

yy

 26  

 













.20

;20

;0102

y

y

yyy

 

12  

 













.50

;20

;096

y

y

yyy

 27  

 













.20

;00

;065

y

y

yyy

 

13  

 













.40

;00

;04

y

y

yy

 28  

 













.10

;20

;0134

y

y

yyy

 

14  

 













.40

;30

;052

y

y

yyy

 29  

 













.10

;00

;04

y

y

yy

 

15  

 













.60

;50

;065

y

y

yyy

 30  

 













.00

;40

;096

y

y

yyy

 

 

Завдання 2.3. Задано лінійне неоднорідне  диференціальне 

рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами 

       xfxqyxypxy i , 4,1i . Знайти загальний розв’язок.  

 
Ва-

рі-

ант 

     

  4,1, 



ixf

xqyxypxy

i

 

 

 xf1  

 

 xf2  

 

 xf3  

 

 xf4  

1 
 

 xfyyy i 22  
xe3  142 3  xx  x2sin2  xe x cos  

2 
 

 xfyyy i 23  
xe 34   232  xx  x2cos3  xex 22  

3 
 

 xfyyy i 34  
xe 3  342  xx  xsin4  

xex 4  

4 
 

 xfyy i  
xe5  12 x  xex 5  xcos  

5 
 

 xfyy i 4  
xe22  42 x  xcos2  x2sin5  

6 
 

 xfyyy i 2  
xe35  14 x  xsin3   14  xe x  
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7 
 

 xfyyy i 54  
xe23  542  xx  x2cos  xe x cos2   

8 
 

 xfyyy i 136  
xe36  1362  xx  x2sin4  xe x 2cos3   

9 
 

 xfyyy i 54  
xe23  542  xx  xcos4  xe x sin2   

10 
 

 xfyy i 4  
xe42  xx 42   x4sin2  xex 4  

11 
 

 xfyy i  
xe3  12  xx  xcos2  xex 2  

12 
 

 xfyyy i 52  
xe3  522  xx  x2sin4  xe x 2cos2   

13 
 

 xfyyy i 2  
xe2  53 x  x3cos2   1 xex  

14 
 

 xfyyy i 208  
xe45  2082  xx  x2cos3  xe x 2sin4   

15 
 

 xfyyy i 86  
xe86  862  xx  x4cos2   43  xe x  

16 
 

 xfyy i 6  
xe64  xx 62   x6cos2  xex 6  

17 
 

 xfyy i  
xe32  12 x  xsin2    xex 412   

18 
 

 xfyy i 2  
xe 23   xx 22   x2sin4  xex 23   

19 
 

 xfyyy i 44  
xe42  442  xx  x4cos2  xe 2  

20 
 

 xfyyy i 84  
xe84  842  xx  x2sin5  xe x 2cos4 2   

21 
 

 xfyy i 4  
xe54  xx 42   x4sin5    xex 412   

22 
 

 xfyyy i 45  
xe23  452  xx  x4cos5   xex 32   

23 
 

 xfyy i 7  
xe72  xx 72   x7sin2  xex 7  

24 
 

 xfyyy i 103  
xe 25   1032  xx  x2cos5   35  xe x  

25 
 

 xfyy i 5  
xe52  xx 52   x5sin4    xex 512   
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26 
 

 xfyyy i 23  
xe34  232  xx  xsin2    xex  52  

27 
 

 xfyyy i 294  
xe 23   

 

2942  xx  
x5cos2  xe x 5sin2   

28 
 

 xfyy i  
xe3  xx 2  xsin  xex 2  

29 
 

 xfyyy i 86  
xe 82   862  xx  x2cos4    xex  21  

30 
 

 xfyyy i 208  
xe 42   

 

2082  xx  
x2sin3  xe x 2cos4   

 

 

ЗАВДАННЯ 3. Системи диференціальних рівнянь  
 

Знайти загальний розв’язок системи лінійних 
диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами. 
 

Варіант  Система диференціальних 

рівнянь 

Варіант  Система диференціальних 

рівнянь 

1 














.76

,54

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 16 














.35

,

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

2 














.72

,154

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 17 














.3

,5

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

3 














.35

,

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 18 














.514

,410

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

4 














.3

,5

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 19 














.710

,34

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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5 














.528

,210

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 20 














.514

,410

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

6 














.528

,210

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 21 














.24

,64

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

7 














.54

,1410

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 22 














.3

,3

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

8 














.54

,1410

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 23 














.23

,

xy
dt

dy

yx
dt

dx

 

9 














.4

,

xy
dt

dy

yx
dt

dx

 24 














.

,8

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

10 














.730

,4

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 25 














.24

,35

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

11 














.26

,25

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 26 














.715

,24

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

12 














.730

,4

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 27 














.24

,35

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

13 














.52

,2810

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 28 














.43

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 



13 

14 














.26

,25

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 29 














.710

,34

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

15 














.212

,5

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 30 














.212

,5

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

 

 

ЗАВДАННЯ 4. Числові ряди 

 

Завдання 4.1. Дослідити на збіжність знакододатні ряди. 

 
Варіант Умова завдання 

1 

а) 


 



1
2

2

32

4

n nn

n
; б) 



 



1
2 4

5

n n

n
; в) 







1 3

)1(

n
n

nn
;  

г) 














 n

n
garct n

n 35

13

1

; д) 


 1
2)3(ln

1

n nn
 

2 

а) 


 



1
2

2

12

24

n n

nn
; б) 



 



1
5 37

52

n nn

n
; в) 







1 2

)!1(

n
n

n
;  

г) 
n

n

n n

n

3

1

1

2

1
















; д) 


 1
3 ln2

1

n nn
 

3 

а) 


 



1 12

7

n n

n
; б) 



 1
2 7n n

n
; в) 



110

!

n
n

n
; г) 







1 3

)1(

n
n

nn
;  

д) 


 1 )1)2)(ln(2(

1

n nn
 

4 

а) 


 



1 )32)(4(

)2)(1(

n nn

nn
; б) 



 1

3
2 1n n

n
; в) 



 1 )!12(

1

n n
; г) 



1
2 2

1

n
nnn

;  

д) 
 




 1 13ln)3(

1

n nn
  



14 

5 

а) 


 



1 7

3

n n

n
; б) 



 1
5 2 1

1

n n

; в) 


1

!5

n
n

n

n

n
; г) 

n

n n

n


















1 13

2
;  

д) 


 1 3)
2

1
ln()

2

1
(

1

n nn

 

6 

а) 






1 3

3

2

1

n n

n
; б) 



 1
3 4 5

1

n n

; в) 


 1

3

)!1(n n

n
; г) 



1

1
arcsin

n

n

n
;  

д) 


1 )5ln(

1

n nn
 

7 

а) 


 



1 2

2

34

2

n n

n
; б) 



 13 23 )7(

1

n n

; в) 





1
1

2

5n
n

n
; г) 

n

n n

n


















1 83

54
;  

д) 


 1
2 )1(

1

n arctgnn
 

8 

а) 


 



1
2

2

23

452

n nn

nn
; б) 



 1
5 2 3

1

n n

; в) 


15n
n

n
;  

г) 


 



1 13

1

n

n

n

n
arctg ; д) 



 2
4 5)ln(ln)ln(

1

n nnn
 

9 

а) 


 



1 2

5

n n

n
; б) 



 1
3 52

2

n nn
; в) 



1 !

2

n

n

n
; г) 

n

n n

n














1 12
;  

д) 


 1
2 1n n

arctgn
 

10 

а) 


 



1

3
2

2

23

3

n n

n
; б) 



 1
5 1

1

n n
; в) 



 1 13

!

n
n

n
; г) 

n

n n

n


















1 47

52
;  

д) 


2
3ln

1

n nn
 

 



15 

11 

а) 


 



1 32

10

n n

n
; б) 



 1
2 3

4

n n
; в) 



 1 3)3(

1

n
nn

; г) 


1 4

ln

n
n

n n
;  

д) 


2 ln

1

n nn
 

12 

а) 
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ЗАВДАННЯ 5. Степеневі ряди 

 

Задано степеневий ряд. Знайти: 
1) інтервал збіжності; 

2) область збіжності. 
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МЕТОДИЧНІ РЕКОМЕНДАЦІЇ ТА ПРИКЛАД 

РОЗВ’ЯЗАННЯ ТИПОВОГО ВАРІАНТА 

 

Завдання 1. Диференціальні рівняння першого порядку 

 

Завдання 1.1. Знайти загальний розв’язок (загальний 

інтеграл) диференціального рівняння першого порядку: 
 

1) ;
5sin

2y

x
y   
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2) 
x

y
ey

x

y





; 

3) xxxyy cossincos  . 

 

Розв’язання. 1) 
2

5sin

y

x
y  . Якщо позначити через 

  xxf 5sin1  ,  
22

1

y
yf  , то отримаємо диференціальне рівняння з 

відокремлюваними змінними (додаток А). Замінюємо y  на 
dx

dy
: 

 

.
5sin

2y

x

dx

dy
  

 

Помножимо обидві частини рівняння на dxy2 : 

 

.5sin2 xdxdyy   

 
Інтегруємо 

 

  xdxdyy 5sin2  

 
і отримаємо загальний інтеграл  

 

.5cos
5

1

3
1

3

Cx
y

  

 

Звідси загальний розв’язок: 

 

3 5cos
5

3
Cxy  , 

 

де 13CC  ; 
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2) 
x

y
ey

x

y





. Оскільки це однорідне рівняння ( 









x

y
fy ), 

то, зробивши заміну (додаток Б), маємо: 
 

,, txy
x

y
t  txty  , 

tetxt t   . 
 

Отримаємо рівняння з відокремлюваними змінними 

(додаток А): 
 

text  ; 

tex
dx

dt  ; 

x

dx
dtet  ; 

 
x

dx
dtet ; 

Cxet lnln  ; 

Cxet ln . 

 

Повертаючись до заміни, отримаємо загальний інтеграл 

диференціального рівняння 
 

Cxe
x

y

ln ; 

 

3) xxxyy cossincos  . Розв’язуємо лінійне диференціальне 

рівняння першого порядку методом Бернуллі (додаток В): 
 

),()( xvxuy   );()()()( xvxuxvxuy   

xxxxvxuxvxuxvxu cossincos)()()()()()(  ; 

  xxxxvxvxuxvxu cossincos)()()()()(  . 

 

Щоб знайти функцію )(xv , потрібно розв’язати однорідне 

диференціальне рівняння 



25 

І ) 0cos)()(  xxvxv . 

 

Для відшукання функції )(xu  потрібно розв’язати 

диференціальне рівняння 

 

ІІ ) xxxvxu cossin)()(  . 

 

Знайдемо будь-який частинний розв’язок першого 
диференціального рівняння з відокремлюваними змінними: 

 

0cos)()(  xxvxv ; 

0cos)(
)(

 xxv
dx

xdv
; 

xxv
dx

xdv
cos)(

)(
 ; 

xdx
xv

xdv
cos

)(

)(
 ; 

  xdx
xv

xdv
cos

)(

)(
; 

xxv sin)(ln  ; 

xexv sin)(  . 

 

Підставляючи знайдений частинний розв’язок )(xv  у друге 

диференціальне рівняння та розв’язавши отримане рівняння, 

одержимо функцію )(xu : 

 

xxexu x cossin)( sin   ; 

xxexu x cossin)( sin  ; 

xxe
dx

xdu x cossin
)( sin  ; 

xdxxexdu x cossin)( sin  ; 

  xdxxexdu x cossin)( sin . 

 
Знайдемо інтеграл, що міститься в правій частині: 
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 dtet

xdxdxxdt

xt

Заміна

xdxxe tx

cossin

sincossinsin  

 

.Ceetdteet

edtevdtdu

dtedvtu

частинаминяінтегруванМетод

tttt

tt

t 



 



 

 
Отже, 

 

Ceexxu xx  sinsinsin)( . 

 
Повертаючись до заміни, отримаємо загальний розв’язок 

диференціального рівняння: 

 

  xxx eCeexxvxuy sinsinsinsin)()(  , 
xeCxy sin1sin  . 

 

Відповідь: 1) загальний розв’язок 3 5cos
5

3
Cxy  ;  

2) загальний інтеграл  Cxe
x

y

ln ; 

3) загальний розв’язок xeCxy sin1sin  . 

 

Завдання 1.2. Знайти загальний розв’язок (загальний 

інтеграл) диференціального рівняння другого порядку методом 
пониження порядку: 

 

1) ;52  yyx  

2)   .ln2 yyyy   

 
Розв’язання. 1) необхідно понизити порядок 

диференціального рівняння 
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52  yyx . 

 

За допомогою підстановки (додаток Г) 

 
   xzyxzy  ,  

 
отримаємо рівняння з відокремлюваними змінними: 

 
;52  zzx  

;52  z
dx

dz
x  

  .52 dxzdzx   

 

Поділивши обидві частини на   052  zx , отримаємо: 

 

x

dx

z

dz


 52
; 

 
 x

dx

z

dz

52
. 

 

Таким чином, після інтегрування отримаємо: 

 

1lnln52ln
2

1
Cxz  ; 

;ln52ln
2

1
1xCz   

  ;,ln52ln 2
12

2
2 CCxCz   

;52 2
2xCz   

.
2

,
2

5 2
3

2
3

C
CxCz   

 

Враховуючи заміну (  xzy  ), отримаємо диференціальне 

рівняння першого порядку: 
 

;
2

5 2
3xCy   

;
2

5 2
3xC

dx

dy
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;
2

5 2
3 dxxCdy 








  

;
2

5 2
3 








 dxxCdy  

 

і загальний розв’язок вихідного диференціального рівняння: 

 

.
3

,
2

5 3
45

3
4

C
CCxCxy   

 

Окрім того, потрібно окремо розглянути випадок, коли 

  052  zx . Безпосередньою перевіркою переконуємося, що 

функція 0x  не є розв’язком диференціального рівняння 

52  yyx . Розглянемо інший множник: 

 
;052 z  

;
2

5
z  

;
2

5
y  

;
2

5
dxdy   

;
2

5
  dxdy  

Cxy 
2

5
. 

 

Але окремий розв’язок Cxy 
2

5
 потрапляє у загальний 

розв’язок диференціального рівняння 5
3

4
2

5
CxCxy   у 

випадку, коли 04 C ; 

 

2)   .ln2 yyyy  Оскільки рівняння не містить аргументу x  

в явному вигляді, то за додатком Г позначимо 

 

 ypy  , 
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тоді 

  p
dy

dp
yypy  . 

 

Підставивши ці вирази у вихідне диференціальне рівняння, 

отримаємо: 

;ln2 p
dy

dp
ypp   

.ln2 dppydypp   

 

Поділивши обидві частини на 0ln2  ppy , 0p  (оскільки 

0y ; 0y , оскільки 0y ), одержимо: 

 

;
ln y

dy

pp

dp



 

;
ln

 
 y

dy

pp

dp
 

;lnlnln 1yCp   

yCp 1ln  ; 
yC

ep 1 . 

 
Повертаючись до вихідних змінних, враховуючи, що 

  yyp  : 

 
yC

ey 1 ; 

;1 dxedy
yC

  

;1 dxdye
yC


  

;1  


dxdye
yC  

2
1

1
1

Cxe
C

yC


  (якщо 01 C , то 10  ey    Cxy  ): 

31
1 CxCe
yC


 , 123 CCC  ; 

311 ln CxCyC  ; 

31
1

ln
1

CxC
C

y  . 
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Відповідь: 1) 5
3

4
2

5
CxCxy  ; 

2) 31
1

ln
1

CxC
C

y  , Cxy  . 

 

Завдання 2. Лінійні диференціальні рівняння другого 

порядку зі сталими коефіцієнтами 

 

Завдання 2.1. Знайти загальний розв’язок лінійного 

однорідного диференціального рівняння другого порядку зі 

сталими коефіцієнтами: 
 

.086  yyy  

 

Розв’язання. Складаємо відповідне характеристичне 
рівняння 

0862  kk , 
 

розв’язком якого є різні дійсні числа 

 










.4

,2

2

1

k

k
 

 

За додатком Д запишемо загальний розв’язок однорідного 

диференціального рівняння: 
 

xx eCeCy 4
2

2
1  . 

 

Відповідь: xx eCeCy 4
2

2
1  . 

 
Завдання 2.2. Розв’язати задачу Коші для лінійного 

однорідного диференціального рівняння другого порядку зі 

сталими коефіцієнтами: 
 

 

 













.100

,20

,0294

y

y

yyy
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Розв’язання. Спочатку знайдемо загальний розв’язок 

лінійного однорідного диференціального рівняння 

 

0294  yyy . 

 

Складаємо характеристичне рівняння, яке відповідає 

заданому однорідному диференціальному рівнянню  
 

02942  kk , 

 
розв’язком якого є два комплексно-спряжених корені: 

 










.52

,52

2

1

ik

ik
 

 

За додатком Д запишемо загальний розв’язок однорідного 

диференціального рівняння другого порядку: 
 

 xCxCey x 5sin5cos 21
2  . 

 

Розв’яжемо тепер задачу Коші.  

Знайдемо y  від загального розв’язку однорідного 

диференціального рівняння другого порядку: 
 

   xCxCexCxCey xx 5cos55sin55sin5cos2 21
2

21
2  . 

 

Знайдемо  0y  і  0y : 

 

       121
02 05sin05cos0 CCCey   , 

             05cos505sin505sin05cos20 21
02

21
02 CCeCCey  

21 52 CC   
 

і, використовуючи початкову умову 
 

 







100

,20

y

y
, складаємо систему 

лінійних рівнянь відносно невідомих 1C  і 2C : 
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;1052

,2

21

1

CC

C
     













.
5

6

,2

2

1

C

C

 

 

Підставимо знайдені значення 1C  і 2C  в загальний розв’язок 

та запишемо розв’язок задачі Коші:  

 









 xxey x 5sin

5

6
5cos22 . 

 

Відповідь: 







 xxey x 5sin

5

6
5cos22 . 

 

Завдання 2.3. Задано лінійне неоднорідне диференціальне 
рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами 

 xfyyy i 103 , 4,1i , де 

 

1)   xexf 5
1 3 ; 

2)   12 3
2  xxxf ; 

3)   xxf 2sin53  ; 

4)    32
4  xexf x . 

 

Знайти загальний розв’язок.  

 
Розв’язання. Загальний розв’язок лінійного диференціального 

рівняння (додаток Е) має вигляд: 

 

знзозн yyy  , 

 

де зоy  – загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння. 

 

0103  yyy . 

 
Характеристичне рівняння 

 

01032  kk  
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має корені 










.2

,5

2

1

k

k
 

 

Отже, за додатком Д 
 

xx
зо eCeCy 2

2
5

1   . 

 

1) частинний розв’язок неоднорідного рівняння  
 

xeyyy 53103   

 
залежить від вигляду правої частини (додаток Ж): 

 

  xexf 5
1 3 , 

 

де ,5  51 k , 22 k . 

 
Тоді за додатком Ж 

 
x

чн eAy 5 . 

 

Для визначення невідомого коефіцієнта A  підставимо чнy  у 

початкове рівняння. 
Для цього спочатку знайдемо першу і другу похідні від 

частинного розв’язку: 

 
x

чн eAy 55  ; 
x

чн eAy 525  . 

 

Після підстановки чнy , чнy , чнy   у задане рівняння отримаємо 

 
xxxx eAeAeAe 5555 3101525  . 

 

Поділимо рівняння на xe5 : 
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330 A ; 
.1,0A  

 
Отже, загальний розв’язок лінійного неоднорідного 

рівняння: 
xxx

зн eeCeCy 52
2

5
1 1,0  ; 

 
2) частинний розв’язок неоднорідного диференціального 

рівняння 

12103 3  xxyyy  

 

залежить від правої частини   12 3
2  xxxf . 

 

У цьому прикладі 0 , 51 k , 22 k . Тоді за додатком Ж 

отримаємо 

DCxBxAxyчн  23 . 

 

Для знаходження невідомих коефіцієнтів DCBA ,,,  

підставимо чнy  у початкове рівняння. Знаходимо чнy  і чнy  : 

 

CBxAxyчн  23 2 ; 

BAxyчн 26  . 

 

Підставляючи чнy , чнy , чнy   у вихідне рівняння, одержимо 

 

    121023326 3232  xxDCxBxAxCBxAxBAx . 

 

Після спрощення маємо: 
 

    121032106610910 323  xxDCBxCBAxBAAx . 

 
Прирівняємо коефіцієнти при x  в однакових степенях: 
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0

2

3

x

x

x

x

.11032

,11066

,0109

,210









DCB

CBA

BA

A

 

 

Розв’язуємо систему рівнянь відносно невідомих DCBA ,,, : 

 





















;11032

,11066

,0109

,210

DCB

CBA

BA

A

     

























.
1250

43

,
125

41

,
50

9

,
5

1

D

C

B

A

 

 

Тоді 

1250

43

125

41

50

9

5

1 23  xxxyчн . 

 

Запишемо загальний розв’язок лінійного неоднорідного 

диференціального рівняння у вигляді (додаток Е): 
 

знзозн yyy  ; 

1250

43

125

41

50

9

5

1 232
2

5
1   xxxeCeCy xx

зн ; 

 

3) частинний розв’язок неоднорідного лінійного 

диференціального рівняння  
 

xyyy 2sin5103   

 

згідно з додатком Ж будемо шукати у вигляді ( 0 , 2 , 

51 k , 22 k ): 

 

xBxAyчн 2cos2sin  ; 
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xBxAyчн 2sin22cos2  ; 

xBxAyчн 2cos42sin4  . 

 

Підставимо чнy , чнy , чнy   у задане диференціальне рівняння і 

отримаємо: 
 

    xxBxAxBxAxBxA 2sin52cos2sin102sin22cos232cos42sin4 

 
Порівняємо коефіцієнти при x2sin  і x2cos  в обох частинах 

останнього рівняння.  

 

x

x

2cos

2sin

.01064

,51064





BAB

ABA
 

 

Складаємо і розв’язуємо систему рівнянь: 

 









;0146

,5614

BA

BA
  














.
116

15

,
116

35

B

A

 

 
Отже, 

 

xxyчн 2cos
116

15
2sin

116

35
 , 

 
а загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння має 

вигляд (додаток Е): 

 

xxeCeCy xx
зн 2cos

116

15
2sin

116

352
2

5
1   ; 

 

4) частинний розв’язок неоднорідного диференціального 

рівняння  

 35103 2  xeyyy x  
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за додатком Ж знайдемо у вигляді ( 2 , 51 k , 22 k , 2k , 

1r ): 

 BAxexy x
чн  2 ; 

 BxAxey x
чн  22 ; 

     BAxBxAxeBAxeBxAxey xxx
чн  22222 22222 ; 

    ABAxeBAxBxAxey xx
чн 2242222 222  

 ABAxBxAxe x 24844 22  . 

 

Після підстановки цих виразів у початкове рівняння 
отримаємо: 

 

    BAxBxAxeABAxBxAxe xx 222324844 2222  

   3510 222  xeBxAxe xx . 

 

Після арифметичних перетворень: 

 

352714  xABAx ; 

0x

x

  .
49

16
,23

7

1
327

,
14

5
514





BABAB

AA

 

 

Отже,  









 xxey x

чн
49

16

14

5 22 . 

 

Тоді загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння 
(додаток Е) запишемо у вигляді: 

 









  xxeeCeCy xxx

зн
49

16

14

5 222
2

5
1 , 









 

2
225

1
49

16

14

5
CxxeeCy xx

зн . 

 

Відповідь: 1) xxx
зн eeCeCy 52

2
5

1 1,0  ;  
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2) 
1250

43

125

41

50

9

5

1 232
2

5
1   xxxeCeCy xx

зн ; 

3) xxeCeCy xx
зн 2cos

116

15
2sin

116

352
2

5
1   ; 

4) 







 

2
225

1
49

16

14

5
CxxeeCy xx

зн . 

 

Завдання 3. Системи диференціальних рівнянь  

Знайти загальний розв’язок системи лінійних 

диференціальних рівнянь зі сталими коефіцієнтами 
 














.54

,45

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

 

Розв’язання. Запишемо систему у вигляді  
 









,54

,45

yxy

yxx
 

 

За додатком И: 

 

yxy  54 , 

  yyxy  5454 , 

yyxy  51620 . 

 

З другого рівняння системи виразимо 
 

 yyx 5
4

1
  

 

і підставимо в останнє рівняння: 

 

  yyyyy  5165
4

1
20 , 

0910  yyy . 
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Розв’язуючи характеристичне рівняння  

 

09102  kk , 










,1

,9

2

1

k

k
 

 

за додатком Д отримаємо: 
 

  tt eCeCty 2
9

1  . 

 

Відповідно 
 

   tttt eCeCeCeCtx 2
9

12
9

1 559
4

1
 , 

  tt eCeCtx 2
9

1  . 

 

Відповідь: 
 

 










.

,

2
9

1

2
9

1

tt

tt

eCeCty

eCeCtx
 

 

Завдання 4. Числові ряди 

Завдання 4.1. Дослідити на збіжність знакододатні ряди: 

 

а) 


 1 13n n

n
; б) 



 1
2 45n n

n
; в) 

 



 1 !2

3

n

n

n
; г) 


















1 12

3

n

n

n

n
;  

д) 


2
2ln

1

n nn
. 

Розв’язання. а) загальний член ряду 
13 


n

n
an . За 

додатком К обчислюємо границю 

 

0
3

1

13
limlim 




 n

n
a

n
n

n
. 

 
Необхідна умова не виконується, отже, ряд є розбіжним; 
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б) загальний член ряду 
45 2 


n

n
an . Візьмемо для 

порівняння ряд із загальним членом 
n

bn
1

 . Ряд 









11

1

nn
n

n
b  – 

розбіжний, як ряд Діріхле (додаток М). Оскільки 
 

5

1

45
lim

145
limlim

2

2

2

















 n

nn

n

n

b

a

nnn

n

n
, 

 

то ряд 


 1
2 45n n

n
 також розбігається за ознакою порівняння в 

граничній формі (додаток Л); 

в) 
 !2

3




n
a

n

n , 
 !3

3 1

1






n

a
n

n . За ознакою Даламбера 

(додаток Л) 

 

 
 

10
3

3
lim

3

!2

!3

3
limlim

1
1 
















 













 n

n

na

a

nn

n

nn

n

n
. 

 

Отже, ряд 
 




 1 !2

3

n

n

n
 збігається; 

г) загальний член ряду 
n

n
n

n
a 














12

3
. За додатком Л 

знаходимо: 

1
2

1

12

3
lim

12

3
limlim 



























 n

n

n

n
al

n

n
n

n

n
n

n
. 

 
Оскільки 1l , то за радикальною ознакою Коші ряд 

збігається; 

д) маємо:  

 
xx

xf
2ln

1
 . 

 
Розглянемо невласний інтеграл 
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 b

b

вв

нн

b

b t

dt

btbx

tx

x

dx
dt

xt

xx

dx

xx

dx ln

2ln
2

2
2

2
2

lim

ln

2ln2

ln

ln
lim

ln
 

 

2ln

1

2ln

1

ln

1
lim

1
lim

ln

2ln




















 bt b

b

b
. 

 

Отже, за додатком Л ряд 


2
2ln

1

n nn
 збігається. 

Відповідь: а) ряд 


 1 13n n

n
 розбігається; 

б) ряд 


 1
2 45n n

n
 розбігається;  

в) ряд 
 




 1 !2

3

n

n

n
 збігається;  

г) ряд 

















1 12

3

n

n

n

n
 збігається;  

д) ряд 


2
2ln

1

n nn
 збігається. 

 

Завдання 4.2. Дослідити на збіжність знакозмінний 

числовий ряд: 
 

а)  
















1

2

13
1

n

n
n

n

n
; б)  










1

1

14

1
1

n

n

n
. 

 

Розв’язання. а) розглянемо ряд з абсолютних величин: 

 

  































1

2

1

2

1313
1

n

n

n

n
n

n

n

n

n
. 
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Цей ряд є знакододатним. Застосуємо до нього радикальну 

ознаку Коші (додаток Л): 

 

1
9

1

13
lim

13
limlim

22
























 n

n

n

n
u

n

n
n

n

n
n

n
. 

 

Отже, ряд 













1

2

13n

n

n

n
 є збіжним. А це означає, що 

досліджуваний ряд  
















1

2

13
1

n

n
n

n

n
 є абсолютно збіжним. 

 

Зауваження. Застосовувати ознаку Лейбніца немає потреби; 

 
б) розглянемо ряд з абсолютних величин: 

 

  
















11

1

14

1

14

1
1

nn

n

nn
. 

 

Цей ряд є знакододатним із загальним членом 
14

1




n
an . 

Візьмемо для порівняння ряд із загальним членом 
n

bn
1

 : 

 











11

1

nn
n

n
b , 

 

який є розбіжним (ряд Діріхле, додаток М). 
 

2

1

14
lim

114

1
limlim 





















 n

nn

nb

a

nnn

n

n
. 

 

Отже, ряд 


 1 14

1

n n
 є також розбіжним. 
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Дослідимо ряд  









1

1

14

1
1

n

n

n
 на умовну збіжність за 

допомогою ознаки Лейбніца (додаток Н). 

Кожний наступний член ряду по модулю менший за 

попередній 

...
94

1

54

1

14

1








 nnn
; 

 
і границя загального члена ряду: 

 

.0
14

1
lim 

 nn
 

 
За ознакою Лейбніца ряд збіжний. Отже, ряд 

 









1

1

14

1
1

n

n

n
 є умовно збіжним. 

Відповідь: а) ряд  
















1

2

13
1

n

n
n

n

n
 збігається абсолютно; 

б) ряд  









1

1

14

1
1

n

n

n
 збігається умовно. 

 

Завдання 5. Степеневі ряди 

Задано степеневий ряд: 

 

а) 
3

1

2n
n

n

x
n





  ; б) 
 

 
3

0

1
5

!

n

n

n
x

n






 ; в)  

1

5
2

3

n
n

n

n
x

n





 
 

 
 . 

 

Знайти : 
1) інтервал збіжності; 

2) область збіжності. 

 
Розв’язання. а) за додатком П послідовно знаходимо: 

1 Радіус збіжності степеневого ряду:  

 

1

lim ,n

n n

c
R

c 
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3

13

2 1 1
lim

22

n

nn

n
R

n 

 
 


. 

 

Таким чином, радіус збіжності степеневого ряду 
1

2
R  . 

2 В нашому випадку 0 0x  , тому інтервал збіжності 

 0 0;x R x R  =
1 1

;
2 2

 
 
 

. 

Для всіх 
1 1

;
2 2

x
 

  
 

 ряд збігається абсолютно, для 

1 1
; ;

2 2
x

   
       
   

 ряд розбігається. 

3 Для того щоб знайти область збіжності степеневого ряду, 

досліджуємо поведінку ряду в граничних точках: 
 

1 0
1 1

0
2 2

x x R      , 2 0
1 1

0
2 2

x x R     . 

 

При 
1

2
x    степеневий ряд перетворюється у числовий 

знакопереміжний ряд: 

 
3 3

1 1

1
2

12

n
n

n

n nn n

 

 

 
   

  . 

 

Ряд 
 

3
1

1
n

n n






  збігається умовно за теоремою Лейбніца 

(додаток Н), оскільки його члени монотонно спадають:  

 

3 3 3 3 3

1 1 1 1 1
... ...

3 11 2 n n
     


 

і  

3

1
lim 0

n n
 . 
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Тому 
1

2
x    треба додати до області збіжності. 

При 
1

2
x  , степеневий ряд у цій точці перетворюється у 

числовий знакододатний ряд 

 

3 3 1
1 1 1

3

1
2

1 12

n
n

n n nn n
n

  

  

 
 
 

    , 

 

який є рядом Діріхле (додаток М) з параметром 
1

1
3

   . Отже, 

цей числовий ряд розбігається.  

Таким чином, точка 
1

2
x   не належить області збіжності. 

Область збіжності 
1 1

;
2 2

 
 


; 

б) знайдемо радіус збіжності 
 

 
3

0

1
5

!

n

n

n
x

n






  (додаток П): 

 

   

 

1

3

3

lim ,

1 1 !
lim .

! 2

n

n n

n

c
R

c

n n
R

n n

 





 
  

 

 

 
Таким чином, радіус збіжності степеневого ряду R   , 

тобто даний ряд збігається на всій числовій осі ( ( ; )x   ); 

в) знайдемо радіус збіжності  
1

5
2

3

n
n

n

n
x

n





 
 

 
  (додаток П): 

 
1 1 3

lim lim lim 3
5

5

3

nn n nn
n n

n
R

nc n

n

  
   


 

 
 

. 
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Таким чином, радіус збіжності степеневого ряду 3R  . 

Інтервал збіжності  0 0;x R x R  . У нашому випадку 

0 2x   .  

Тому отримаємо інтервал    2 3; 2 3 5;1      . 

Для  5;1x   ряд збігається абсолютно, для 

   ; 5 1;x     ряд розбігається. 

Досліджуємо поведінку ряду в граничних точках: 5;x    

1x  . 

При 1 5x    отримаємо знакопереміжний числовий ряд: 

 

   
1 1

5 5
5 2 1

3

n n
n n

n n

n n

n n

 

 

    
      

   
  . 

 

При 2 1x   отримаємо знакододатний числовий ряд: 

 

 
1 1

5 5
1 2

3

n n
n

n n

n n

n n

 

 

    
    

   
  . 

 

Обидва ряди розбігаються, оскільки не виконано необхідну 

умову збіжності числового ряду (додаток К): 
 

  .0
5

1lim1
5

limlim 5 















 







e

nn

n
c

n

n

n

n
n

n
 

 

Таким чином, точки 1 5x   , і 2 1x   не належать області 

збіжності. 

Відповідь: а) 1) 
1 1

;
2 2

x
 

  
 

; 2) 
1 1

;
2 2

x
 

  
 

; 

б) 1) ( ; )x   ; 2) ( ; )x   ; 

в) 1)  5;1x  ; 2)  5;1x  . 
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ПИТАННЯ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЮ 

 

1 Яке рівняння називається диференціальним? 
2 Як визначається порядок диференціального рівняння? 

3 Яку функцію називають розв’язком диференціального 

рівняння? 
4 Що означає розв’язати диференціальне рівняння? 

5 Загальний розв’язок і загальний інтеграл диференціального 

рівняння. 
6 Задача Коші для диференціального рівняння першого 

порядку. 

7 Який геометричний зміст задачі Коші для 
диференціального рівняння першого порядку? 

8 Яке диференціальне рівняння називається рівнянням з 
відокремлюваними змінними? 

9 Яке диференціальне рівняння першого порядку 

називається однорідним? 
10 Яке диференціальне рівняння першого порядку 

називається рівнянням у повних диференціалах? 

11 Яке диференціальне рівняння першого порядку 
називається лінійним? 

12 Яке диференціальне рівняння називається лінійним 

неоднорідним? 
13 Які диференціальні рівняння допускають зниження 

порядку? Наведіть приклади. 

14 Яке диференціальне рівняння називається лінійним 
однорідним диференціальним рівнянням другого порядку зі 

сталими коефіцієнтами? 

15 Що називають характеристичним рівнянням? 
16 Який вигляд має загальний розв’язок лінійного 

однорідного диференціального рівняння другого порядку зі 

сталими коефіцієнтами у випадку: 
а) дійсних різних коренів; 

б) дійсних кратних коренів; 

в) комплексно-спряжених коренів? 
17 Який вигляд має спеціальна права частина лінійного 

неоднорідного диференціального рівняння другого порядку зі 

сталими коефіцієнтами? 
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18 Розв’язання лінійного неоднорідного диференціального 

рівняння другого порядку зі сталими коефіцієнтами та правою 

частиною спеціального вигляду. 
19 Визначення системи двох лінійних диференціальних 

рівнянь першого порядку. 

20 Які системи називаються лінійними однорідними 
системами диференціальних рівнянь? 

21 Які системи називаються лінійними неоднорідними 

системами диференціальних рівнянь? 
22 Розв’язання системи двох диференціальних рівнянь 

першого порядку методом виключення змінних. 

23 Визначення знакододатного числового ряду. 
24 Що називається загальним членом ряду? 

25 Що називається частковою сумою ряду? 
26 Який ряд називається збіжним? 

27 Сформулюйте необхідну умову збіжності знакододатного 

числового ряду. 
28 Сформулюйте ознаки порівняння. 

29 Сформулюйте ознаку Даламбера. 

30 Сформулюйте радикальну ознаку Коші. 
31 Сформулюйте інтегральну ознаку Коші. 

32 Узагальнений гармонічний ряд (ряд Діріхле). 

33 Визначення знакопереміжного ряду. 
34 Сформулюйте теорему Лейбніца. 

35 Який ряд називається умовно збіжним? 

36 Який ряд називається абсолютно збіжним? 
37 Визначення функціонального ряду. 

38 Визначення степеневого ряду. 

39 Сформулюйте теорему Абеля. 
40 Що називається радіусом збіжності степеневого ряду? 

41 Формули для знаходження радіуса збіжності степеневого 

ряду. 
42 Що називається областю збіжності степеневого ряду? 
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ТЕСТОВІ ЗАВДАННЯ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЮ 

 

1 Розв’язати рівняння 2 ' 2 3x y xy y  . 

 

A B С D 

2

3y
C

xx
   

3

2 xy Cx e


   

3

2 xy Cx e


  
Інша відповідь 

 

2 Розв’язати рівняння  2 'x y y x y  . 

 

A B C D 

y Cx  lny Cx x    ln , 0y Cx x y    Інша 

відповідь 

 

3 Розв’язати рівняння   2' 1 3 xxy y x x e    . 

 

A B C D 

xxy Ce    3 xxy x C e     3 xy x C e    
Інша 

відповідь 

 

4 Знайти загальний розв’язок рівняння 2 '' 5 ' 2 0y y y   . 

 

A B C D 
1

22
1 2

x
xy C e C e   

2
1 2

x xy C e C e   
1

22
1 2

x
xy C e C e


   

Інша 

відповідь 

 

5 Знайти загальний вигляд частинного розв’язку 

диференціального рівняння '' 4 xy y xe  . 

 

A B C D 

  xy Ax B e     xy Ax B xe    xy Axe  
Інша 

відповідь 

 

6 Дослідити на збіжність ряд 
  

2

1

5 8

2 1 3 7n

n

n n







 
 . 
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A B C D E 

Ряд 

розбігається 

за ознакою 

Коші 

Ряд 

збігається за 

ознакою 

Даламбера 

Ряд розбігається, 

оскільки не 

виконано 

необхідну умову 

збіжності 

числового ряду 

Ряд 

збігається за 

ознакою 

порівняння 

Інша 

відповідь 

 

7 Дослідити на збіжність ряд 
 1

5

2 !

n

n n



 
 . 

 

A B C D E 

Ряд 

розбігається 

за 

радикальною 

ознакою Коші 

Ряд 

збігається за 

ознакою 

Даламбера 

Ряд розбігається, 

оскільки не 

виконано 

необхідну умову 

збіжності 

числового ряду 

Ряд 

збігається за 

ознакою 

порівняння 

Інша 

відповідь 

 

8 Дослідити на збіжність ряд 
1

3

4

n

n

n
arctg

n





 
 

 
 . 

 

A B C D E 

Ряд 

розбігається 

за 

радикальною 

ознакою Коші 

Ряд 

збігається за 

ознакою 

Даламбера 

Ряд розбігається 

за інтегральною 

ознакою Коші 

Ряд 

збігається за 

ознакою 

порівняння 

Інша 

відповідь 

 

9 Дослідити на збіжність ряд 
   231

1

1 ln 1n n n



  
 . 

 

A B C D E 

Ряд 

розбігається 

за 

радикальною 

ознакою 

Коші 

Ряд збігається 

за ознакою 

Даламбера 

Ряд 

розбігається за 

інтегральною 

ознакою Коші 

Ряд збігається 

за ознакою 

порівняння 

Інша 

відповідь 
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10 Знайти радіус збіжності для ряду 
 

 
1

3
6

1 !

n
n

n

x
n








 . 

 

A B C D E 

   0 3 
1

3
 

Інша 

відповідь 
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ДОДАТОК Б 

Однорідні диференціальні рівняння першого порядку 

Вигляд диференціального рівняння Спосіб розв’язання 

'
y

y f
x

 
  

 
    ( І ) 

Заміна 
x

y
t  , y tx  

 ' 'y t x t    

   , , 0f x y dx x y dy  , ( ІІ ) 

де  ,f x y  і  ,x y  – однорідні функції одного і того 

самого порядку, тобто    , ;nf kx ky k f x y  і 

   , ;nkx ky k x y   

Заміна 
x

y
t  , y tx  

 dy xdt tdx    

ДОДАТОК В 

Лінійні диференціальні рівняння першого порядку 

Вигляд рівняння Спосіб розв’язання (метод Бернуллі) 

' ( ) ( )y p x y q x  , 

де ( )p x  і ( )q x  – задані і 

неперервні на деякому проміжку 

функції 

Заміна uvy  ,  u u x ,  v v x , 

vuvuy  ; 

   xquvxpvuvu  , 

    xqvxpvuvu  , 

І)   0 vxpv  та  ІІ)  xqvu   

ДОДАТОК Г 

Рівняння другого порядку, які допускають зниження порядку 

Вигляд рівняння Спосіб розв’язання  

0)'',',( yyxF , 

рівняння, які не містять 

невідомої функції  y x  

Вводимо змінну ' ( )y z x , 

'' ( ') ' 'y y z   і отримаємо ДР першого 

порядку для функції  z x : ( , , ') 0F x z z   

( , ', '') 0F y y y  , 

рівняння, які не містять в 

явному вигляді незалежної 

змінної x  

Вводимо змінну   xypy  , p
dy

dp
y   

і отримаємо ДР першого порядку для 

функції  p y : ( , , ') 0F y p p   
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ДОДАТОК Д 

Лінійні однорідні диференціальні рівняння другого порядку зі сталими 

коефіцієнтами  

· 0y p y q y      

Характеристичне 

рівняння 

Розв’язок 

характеристичного 

рівняння 

Вигляд загального розв’язку 

02  qkpk  

Корені 1k  і 2k  – дійсні і 

різні 

2
1

Dp
k


 , 

2
2

Dp
k


  

xkxk
eCeCy 21

21   

Корінь дійсний, кратний  

2
21

p
kkk   

 xCCey kx
21   

Корені комплексно-

спряжені   ik 2,1 , 
























2

2

D

p





 

 xCxCey x  sincos 21   

ДОДАТОК Е 

Лінійне неоднорідне диференціальне рівняння другого порядку                    

зі сталими коефіцієнтами та правою частиною спеціального вигляду 

 xfqyypy  ,  

де qp,  – дійсні числа 

Загальний розв’язок має вигляд 

 
     xyxyxy чнзозн  , 

 

де  xyзо  – загальний розв’язок відповідного однорідного 

диференціального рівняння, 

 xyчн  – частинний розв’язок неоднорідного диференціального 

рівняння, який залежить від функції  xf  та коренів характеристичного 

рівняння 21, kk  
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ДОДАТОК К 

Необхідна умова збіжності числового ряду з додатними членами 

Якщо ряд 


1n
na  збігається, то 0lim 


n

n
a  

Наслідок (Достатня ознака розбіжності ряду) 

Якщо 0lim 


n
n

a  або не існує, то ряд 


1n
na  розбігається 

ДОДАТОК Л 

Достатні ознаки збіжності числових рядів з додатними членами 

Ознака Даламбера 

Якщо для ряду 


1n
na  існує границя 

n

n

n a

a
l 1

lim




 , тоді: 

при 1l  – ряд збігається, 

при 1l  – ряд розбігається, 

при 1l  – треба застосувати іншу ознаку 

Радикальна ознака Коші 

Якщо для ряду 


1n
na  існує границя n

n
n

al lim


 , тоді: 

при 1l  – ряд збігається, 

при 1l  – ряд розбігається, 

при 1l  – треба застосувати іншу ознаку 

Інтегральна ознака Коші 

Ряд 


1

)(
n

nf  і невласний інтеграл 


1

)( dxxf  збігаються або розбігаються 

одночасно 

Ознака порівняння 

Якщо, починаючи з деякого номера N , виконується nn ba  , Nn  , то: 

1) зі збіжності ряду 


1n
na випливає збіжність ряду 



1n
nb ; 

2) із розбіжності ряду 


1n
nb  випливає розбіжність ряду 



1n
na  

Ознака порівняння в граничній формі 

Якщо існує границя )0(,lim 


cc
b

a

n

n

n

, то ряди 


1n
na  і 



1n
nb  

збігаються або розбігаються одночасно 
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ДОДАТОК М 

«Еталонні ряди» 

Узагальнений гармонічний ряд (ряд Діріхле) 

 











 1

,11

1 pприсярозбігаєть

pпризбігається

nn
p

 

 
 

ДОДАТОК Н 

Знакопереміжні ряди  




 
1

11
n

n
n u , 0nu  

Якщо ряд  




 
1

11
n

n
n u  збігається, то ряд  





 
1

11
n

n
n u збігається 

абсолютно. У протилежному випадку для знакопереміжних рядів 

застосовують ознаку Лейбніца 

Ознака Лейбніца 

Якщо члени ряду, взяті за абсолютною величиною, монотонно спадають: 

...321  uuu  

і 0lim 


n
n

u , 

то ряд  




 
1

11
n

n
n u  є збіжним. 

У випадку виконання умов цієї ознаки маємо умовну збіжність, а при їх 

порушенні – розбіжність ряду  




 
1

11
n

n
n u  
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ДОДАТОК П 

Область збіжності степеневого ряду  0
1

n

n
n

c x x




  

Область збіжності степеневого ряду знаходимо за схемою: 

1 Знайти радіус збіжності – число R : 

1

lim n

n n

с
R

с 

  або 
1

lim
nn n

R
с

 . 

2 Записати інтервал збіжності:  0 0;x R x R  . 

3 Дослідити поведінку ряду у граничних точках інтервалу збіжності: 

1 0 2 0;x x R x x R    . 

x0 x0+Rx0-R
x

збігається                розбігаєтьсярозбігається
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