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Рассмотрена задача контакта двух упругих тел, имеющих одинаковые характеристики 

упругости. Получены геометрические параметры моделей колеса и рельса, а также рассчитаны 

значения нагрузки модели колеса на модель рельса для испытаний на машине трения. 
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Розглянуто задачу контакту двох пружних тіл, які мають одинакові характеристики 

пружності. Отримано геометричні параметри моделей колеса та рейки, а також розраховані 

значення навантаження моделі колеса на модель рейки для випробування на машині тертя. 

Ключові слова: контакт, модель, нормальна задача, радіус кривизни поверхні, машина тертя. 
 

The problem of contact of two elastic bodies that have the same characteristics of elasticity. 

The recalculation was made of realparameters in laboratory, which in turn will provide the dimensions 

of the real models of wheel and rail. 

Derived geometric parameters of wheel and rail models, as well as the calculated load value model 

wheels on the rail model for car friction. The value of normal stress on roller has a real look and can serve 

as a proof that the studies will be maximally approximated to real conditions of loading of wheel and rail 

between the lateral surface of the rail and the surface of the wheel in a curvilinear section of subway. 

Key words: contact, task, standard model, the radius of curvature of the surface friction machine. 

 

Введение. Механика контактного 

взаимодействия колеса и рельса – это раздел 

науки о связях между напряжениями, крипом и 

геометрическими параметрами системы 

«колесо - рельс». Пользуясь ранее 

накопленным опытом в данном разделе науки и 

применяя его на практике, мы смоделируем 

контакт, который возникает между боковой 

поверхностью головки рельса и гребнём колеса 

при движении тележки подвижного состава в 

криволинейном участке пути метрополитена.  

Задача контакта качения двух упругих 

тел, имеющих одинаковые характеристики 

упругости, как это имеет место для колеса и 

рельса, может быть представлена раздельно в 

виде нормальной и тангенциальной задач.  

Анализ последних исследований и 

публикаций. Анализ последних исследований 

и публикаций показал, что Г. Герц впервые 

рассмотрел контактную задачу и дал надёжное 

математическое решение нормальной 

контактной задачи. Результаты этих 

исследований широко применяются для 

решения контактных задач, в частности в 

области контакта двух упругих тел, имеющих 

одинаковые характеристики упругости, как это 

имеет место для колеса и рельса. 

Цель исследований. Цель данной 

работы заключается в решении задачи контакта 

двух упругих тел, получении геометрических 

параметров моделей колеса и рельса, а также в 

нахождении значения нагрузки, которая 



Залізнична колія та колійне господарство  

 Збірник наукових праць УкрДАЗТ, 2014, вип. 148, ч. 2 

202 

передаётся в условиях испытаний на машине 

трения, с модели колеса на модель рельса. 

Основной материал. Г. Герц дал первое 

надежное математическое решение нормальной 

задачи, которая формулируется следующим 

образом. Два ненагруженных тела 

(поверхности катания колеса и рельса) 

касаются в одной точке (рис. 1). 

  

 
Рис. 1. Распределение нормальных герцевских 

напряжений на площадке контакта 

 
Когда колесная пара движется в кривой, 

при определенном угле набегания колесо 
может контактировать с рельсом в двух 
различных точках [1]. Двухточечный контакт 
приводит к образованию двух площадок 
контакта: А на поверхности катания рельса и В 
на боковой поверхности головки рельса в 
районе выкружки (рис. 2).  

Если в области контакта имеет место 

один радиус кривизны поверхности, то для 

определения площадки контакта можно 

использовать решение Герца. Если в области 

контакта имеются два или несколько радиусов 

кривизны, например r11 и r12 (рис. 3), решение 

Герца несправедливо, и для определения 

площадки контакта следует использовать 

негерцевское решение. Это особенно важно при 

разнообразных сочетаниях изношенных 

профилей колеса и рельса.  

С целью получения максимально-точных 

результатов, необходимо смоделировать 

контакт колеса и рельса так, чтобы условия 

исследований соответствовали реальным 

условиям контактирования колеса с рельсом во 

время движения подвижной единицы в 

криволинейном участке пути. Для этого в 

данной работе был выполнен перерасчёт 

реальных параметров контакта на 

лабораторные, что в свою очередь даст 

возможность получить размеры реальных 

моделей колеса и рельса. 

 

 
 

Рис. 2. Определение радиусов взаимодействующих площадок 

контактирования колеса и рельса 

 
 

Рис. 3. Геометрия контакта колеса 

и рельса: x, y, z – оси системы 

координат; r1, r2, r11, r12 – 

характерные радиусы 

контактирующих поверхностей 

 

 

В точке контакта боковой поверхности 

рельса и гребня колеса во время движения по 

криволинейному участку пути возникает 

нормальная сила реакции рельса на давление 

гребня Nг, которая в силу упругости контакта 

«колесо-рельс» равна F – нормальной силе 

нагружения рельса Nг = F. Её вертикальная 

составляющая V стремится переместить колесо, 

которое движется, вверх по боковой поверх-

ности рельса, а горизонтальная составляющая 

Yн направляет экипаж рельсовой колеёй и 

называется направляющей силой (рис. 4). 

Выражение для направляющей силы 

через боковую силу имеет вид [2] 
 

,







tg

tg
Yн                            (1) 

где μ – коэффициент трения между колесом и 

рельсом (для данной схемы принимается μ = 0,25). 
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Рис. 4. Схема сил взаимодействия между 

колесом и рельсом в точке В 

 

Во время движения вагонов метро в 

криволинейных участках пути на внешний 

рельс действуют боковые силы Yб, величина 

которых зависит от центробежного 

непогашенного ускорения αнп [3]: 
 

Yб = α + Внп∙αнп,                        (2) 
 

где α = 4200 кгс – эмпирическая величина с 

графика-паспорта действия боковых сил 

тележки вагона метро; 

Внп = 1700 кгс/см2 – эмпирический коэффи-

циент; 

αнп – величина непогашенного центробеж-

ного ускорения [αнп] = 0,7 м/с2. 

Пользуясь формулой (2) получим  

Yб = 5390 кгс = 52857,84 Н. 

Величина направляющей силы  

Yн = 61774,48 Н. 

Из рис. 4. следует, что нормальную силу 

реакции рельса на давление гребня Nг получим, 

решив следующее уравнение: 

.
sin

г


нY
N                                (3) 

 

Нормальная сила реакции рельса на 

давление гребня колеса вагона метро 

Nг = 71333 Н. 

Максимальное контактное напряжение 

Pmax может быть рассчитано по формуле [4]:    
 

3
2223

2

max ,
)1(2

3

 




er

EF
P               (4) 

 

где F – нормальная сила нагружения колеса и 

рельса, которая равна нормальной силе реакции 

рельса на давление гребня F = Nг = 71333 Н; 

E – модуль упругости материала, 

Е = 2,1.1011 Па; 

re – эквивалентный радиус, зависящий от 

характерных радиусов взаимодействия колеса и 

рельса в месте контакта; 

ν – коэффициент Пуассона, ν = 0,3. 

Вычислим эквивалентный радиус 

контактирующих поверхностей по формуле: 
 

гол

ркe rrr   ,                        (5) 

 

где rк – радиус кривизны поверхности катания 

колеса [5], rк = 0,400 м; 

rр
гол – радиус кривизны поверхности катания 

головки рельса, rр = 0,015 м. 

Эквивалентный радиус поверхностей 

re = 0,0775м. 

Подставляя полученное значение 

эквивалентного радиуса поверхностей в (1) 

имеем Pmax = 3129,49 МПа. 

Зная величину максимального 

напряжения, можно решить обратную задачу. В 

этом случае, если задать величину нагрузки 

усилием, которое развивает машина трения 

СМЦ-2, то мы сможем рассчитать величину 

эквивалентного радиуса кривизны 

контактирующих поверхностей.  

В случае обратной задачи формула (1) 

будет иметь следующий вид: 
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Принимая для расчётов усилие нагрузки 

равное F = 1500 Н, имеем  re = 0,011 м. 

Положим, что отношение радиусов 

кривизны контактирующих поверхностей 

составляет 26,67 (rк/rр = 0,400/0,015 = 26,67), то 

можно решить данное уравнение обозначив 

один из радиусов переменной x. 
 

re
2 = x · 26,67 · x, откуда х = 0,002 м. 

 

Рассчитаем радиус ведущей модели 

(поверхность гребня колеса)  rк = 0,053 м, а 

радиус поверхности ведомой модели (боковая 

поверхность головки рельса) rр
г = 0,002 м.  
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Исходя из конструкционных сообра-

жений, необходимо принять рациональное 

значение моделей: rк = 0,04  м, rр
г
 = 0,010 м. 

Выполним перерасчёт нагрузок для 

проведения исследований на машине трения: 
 

rр
г = 0,01 м.;   rк = 26,67 · 0,01 = 0,267 м. 

 

.м052,0267,0010,0re   

Формула для определения нагрузки на 

машине трения будет иметь вид: 
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Полученное значение нормальной 

нагрузки на ролик Fм = 31740 H имеет 
реальный вид и может послужить 
доказательством того, что проведённые 
исследования будут максимально 
приближёнными к реальным условиям 
нагружения колеса и рельса между боковой 

выкружкой рельса и гребнём колеса в 
криволинейном участке пути метрополитена. 

Выводы: 
1. Исходя из геометрии контакта колеса и 

рельса при расчете действующих напряжений 

для рассмотренных условий контактировния 

гребня колеса и боковой выкружки рельса 

может быть использовано решение контактной 

задачи Герца. В этом случае рассматривается 

контакт упругих цилиндрических тел, одно из 

которых имеет радиус кривизны боковой 

поверхности рельса в точке контакта, а другое – 

радиус кривизны поверхности гребня колеса.  

2. В ходе решения герцевской задачи 

были рассчитаны значения действующих 

напряжений в контакте «колесо-рельс» в 

криволинейном участке пути метрополитена. 

3. Полученные результаты расчетов по-

зволяют смоделировать исследуемый точечный 

контакт на машине трения СМЦ-2. Также были 

рассчитаны геометрические параметры моде-

лей колеса и рельса и величина внешней 

нагрузки прилагаемой в зоне контакта колеса и 

рельса. 
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