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Метод кодирования алгебраических сверточных кодов с малой 
плотностью проверок на четность 
 

Предложен метод кодирования алгебраических сверточных кодов с малой плотностью проверок на 
четность. Показано, как формируется порождающая матрица алгебраических сверточных кодов с малой 
плотностью проверок на четность. 
Ключевые слова: сверточные коды, кодирование, проверочная матрица, коды с малой плотностью проверок на 
четность, помехоустойчивые коды. 

 
Постановка проблемы в общем виде и анализ 
литературы 

В каналах связи современных 
телекоммуникационных систем и сетей для 
обеспечения заданной достоверности передачи 
информации нашли широкое применение блоковые и 
сверточные коды. В настоящее время активно 
развиваются и используются блоковые коды с малой 
плотностью проверок на четность (МППЧ), 
предложенные Галлагером [1]. Такие коды 
максимально близко приближаются к границе 
Шеннона [8] и обладают относительно не высокой 
сложностью реализации процедур кодирования и 
декодирования. Для увеличения эффективности 
кодирования применяют недвоичные блоковые коды с 
МППЧ [10], такие коды могут быть построены на 
основе недвоичных блоковых кодов Рида-Соломона 
[6]. Важным недостатком таких кодов является их 
высокая сложность реализации процедур кодирования 
и декодирования. 

В настоящее время известно несколько методов 
построения проверочной матрицы блоковых кодов с 
МППЧ. Используя алгебраические методы построения 
можно построить проверочную матрицу и код с 
заранее известными параметрами, потому что она 
будет однозначно определять код [1].  

Известно, что сверточные коды обладают лучшими 
свойствами по сравнению с блоковыми [8]. Среди 
сверточных кодов известны алгебраические 
сверточные коды, которые допускают произвольно 
большие длины кодового ограничения [2].  
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Также были предложены сверточные коды с МППЧ, 
которые только начинают развиваться и используют 
следующие основные методы построения проверочных 
матриц: заполнение строк и столбцов матрицы 
переборным способом и «метод развертывания», суть 
которого состоит в построение сверточных кодов с 
МППЧ из блоковых [6]. В [5] был предложен 
алгебраический метод построения проверочной 
матрицы недвоичных и двоичных алгебраических 
сверточных кодов с МППЧ. 

В настоящее время существует несколько методов 
кодирования сверточных кодов с МППЧ [6], однако 
для алгебраических сверточных кодов с МППЧ они 
отсутствуют. Следовательно, актуальной научно-
технической задачей является разработка метода 
кодирования алгебраических сверточных кодов с 
МППЧ. 

Цель статьи – разработка метода кодирования 
алгебраических сверточных кодов с МППЧ с заранее 
заданными параметрами. 

 
Основной материал 

Построение проверочной матрицы 
алгебраического сверточного кода с МППЧ 

Пусть задан нерекурсивный несистематический 

сверточный ),( 00 kn –код над )(qGF . Для 

сверточного ),( 00 kn -кода зафиксируем порождающий 

многочлен )(xg  над )(qGF  [2, 3] 
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где 
jg ∈ )(qGF , 

mpq = ; 1...2,1,0 −= rj . 

Степень 1−r  порождающего многочлена )(xg  

определяет количество регистров сдвига в 
кодирующем устройстве, и, следовательно, число 
информационных кадров хранящихся в кодере [2, 3]. 
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Пусть на вход кодирующего устройства 

алгебраического сверточного ),( 00 kn  – кода 

поступает полубесконечная информационная 
последовательность i , которую представим 

многочленом )(xi  

 

L+++= 2

210)( xixiixi , (2) 

 

где ji ∈ )(qGF , ...2,1,0=j  

В общем случае при рассмотрении алгебраических 
сверточных кодов информационная 
последовательность разбивается на сегменты [2], тогда 
многочлен, соответствующий, например, r  
информационным кадрам запишем как 

 
1

110)( −
−+++= r

r xixiixI K . (3) 

 

Каждый информационный кадр состоит из 
0k  

символов, при этом 10 ≥k . Кадр информационных 

символов Mk qlog0 = , где ),( mqGFM ⊆  

)(qGFM ≥ . Кадр кодового слова mn =0  и 

скорость кодирования mkR /0=  [2, 3]. 
Кодовая последовательность алгебраического 

сверточного кода над )(qGF  однозначно 

определяется выражением [2] 
 

)()()( xixgxc ⋅= . (4) 

 
В работах [2, 3] показано, что если на вход 

кодирующего устройства подать K  информационных 

кадров длины 
0k , то кодовая последовательность 

алгебраического сверточного кода )(xc  над )(qGF  

будет кодовым словом длины 1−= qN  недвоичного 

блокового ),( KN  – кода Рида-Соломона над 

)(qGF . При этом порождающий многочлен кода 

Рида-Соломона )(xG  является порождающим 

многочленом )(xg  алгебраического сверточного кода.  

Для построения проверочной матрицы 
алгебраического сверточного кода с МППЧ 
воспользуемся свойством линейности сверточного 

),( 00 kn  – кода [2]. Тогда зафиксируем два 

многочлена кодовых слов [2]: 
 

122
1 ...1)( −− +++++= NN xxxxxc , (5) 
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Выполним сложения выражений (5) и (6), и 

получим многочлен кодового слова 
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Перепишем выражения (5) и (6) в виде векторов 

кодовых слов 1c  и 2c : 

 

),1,...,1,1,1(1 =c  (8) 

).,...,,,1( 121

2

−= Nc ααα  (9) 

 
Тогда для выражения (7) соответствующий вектор 

кодового слова 0C  

 

).1,1,...,1,1,0( 1221

0 ++++= −− NNC αααα  (10) 

 
Выполним один циклический сдвиг вектора 

кодового слова 0C  [6]. Тогда, после циклического 

сдвига полученный вектор представим 
 

).1,...,1,1,0,1( 2211
1 ++++= −− NNC αααα  (11) 

 
Данную операцию выполним 1−N  раз, в 

результате чего будет сформировано N  векторов 
кодовых слов алгебраического сверточного ),( 00 kn  – 

кода. Тогда вектор кодового слова 1−NC  

 

)0,1,...,1,1( 121
1 +++= −

−
N

NC ααα . (12) 

 
Далее для построения фрагмента полубесконечной 

проверочной матрицы алгебраического сверточного 

кода с МППЧ над )(qGF  сформируем матрицы W ′  и 

W  [5]. Матрица W ′  – представляет собой вектор-

столбец, содержащий N  векторов кодовых слов 

алгебраического сверточного ),( 00 kn  – кода. В 

первую строку матрицы W ′  запишем вектор кодового 

слова 0C , который соответствует многочлену 
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кодового слова )(0 xC . Остальные 1−N  строк 

матрицы – это полученные в результате циклического 
сдвига вектора кодовых слов 1,...,2,1, −= NjC j

. 
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Тогда матрица W  – это квадратная матрица, 

размерности NN ×  [5]. Каждая строка матрицы W  

содержит N  компонент векторов кодовых слов 
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Каждая строка и каждый столбец матрицы будет 

содержать один нулевой элемент, который расположен 
на главной диагонали матрицы W [6]. А две 
произвольные строки матрицы будут отличаться во 

всех N  позициях [6].  
Из (14) видно, что каждая строка матрицы W 

является циклическим сдвигом предыдущей строки. В 
теории матриц матрица (14) называется циркулянт.  

Далее необходимо представить каждый элемент 

поля 
iα )(qGF∈  в виде последовательности 

)( iz α  длины N  [7] 

 

),...,()( 110 −= N

i zzzz α ,  (15) 

 

где 
i

jz α=  при ij = ; 1,...1,0, −= Nji ; 

остальные 1−N  элементов последовательности 

)( iz α  будут равны нулю. 

Последовательность )( iz α  при 0=iα  будет 

нулевой последовательностью длины N . Поэтому две 

разные последовательности )( iz α  содержат 
iα  

элемент поля )(qGF  на двух различных позициях [6]. 

Сформируем матрицу А, размерности NN × . 
Пусть первая строка А содержит последовательность 

)( iz α , а остальные 1−N  строк матрицы – это 

циклический сдвиг предыдущей строки [6]. Первая 
строка матрицы соответствует циклическому сдвигу 
последней строки. Тогда матрицу А в общем виде 
можно записать как 

 

.

132

11

21



















= −

aaa

aaa

aaa

A NN

N

L

MOMM

L

L

 (16) 

 
Представим каждый элемент из (14) в виде матриц 

А и сформируем фрагмент полубесконечной 
проверочной матрицы алгебраического сверточного 
кода с МППЧ, тогда [5] 

 



















= −−

−

0

0

0

2,01,0

2,01,0

1,01,0

L

MOMM

L

L

AA

AA

AA

H NN

N

. (17) 

 
Матрица Н обладает следующими структурными 

свойствами: каждая строка и каждый столбец матрицы 
будет содержать одну нулевую матрицу А, которая 
расположена на главной диагонали матрицы Н. Все 
матрицы А в одной строке или столбце различны [6].  

Построение проверочной матрицы недвоичного 
алгебраического сверточного кода с МППЧ 

предусматривает выбор пары целых чисел ),( ργ , 

которые находятся в пределах N≤≤ ργ ,1  [5 - 8].  

Тогда предположим, что ),( ργH  будет 

подматрицей H . Тогда эта матрица будет иметь 
размерность NN ⋅×⋅ ργ . Нулевое пространство этой 

матрицы полностью задает ),( ργ  - регулярный 

недвоичный алгебраический сверточный код с МППЧ, 
если учитывать, что работа кодера алгебраического 
сверточного МППЧ-кода обобщена на случай 
полубесконечной длины. Такой код будет иметь 

следующие параметры: длина кодового слова N⋅ρ , 

скорость кода ργρ /)( −=R , и минимальное 

кодовое расстояние 1+γ  [6, 8]. 

Полученный ),( ργ  – регулярный недвоичный 

алгебраический сверточный код с МППЧ имеет 
следующие свойства, определяемые его частью 

проверочной матрицей ),( ργH  над )(qGF : 

каждая строка и столбец проверочной матрицы 
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недвоичного алгебраического сверточного кода с 
МППЧ имеют вес ρ  и γ  соответственно [5]; в 

проверочной матрице недвоичного алгебраического 
сверточного кода с МППЧ будут отсутствовать 2 
строки или столбца, которые имеют на одной позиции 
одинаковый ненулевой элемент.  

Если обобщить работу кодера алгебраического 
сверточного кода с МППЧ на случай полубесконечной 
длины, то его проверочная матрица будет иметь вид 
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и называться полубесконечной проверочной матрицей 
алгебраического сверточного кода с МППЧ [5]. 
Предполагается, что пустые места в (18) заполнены 
нулями. 

 
Формирование порождающей матрицы 

алгебраического сверточного кода с МППЧ 
Пусть задан алгебраический сверточный 

регулярный ),( ργ  - код с МППЧ определенный 

фрагментом проверочной матрицы ),( ργH . Тогда  он 

имеет следующие параметры: кадр кодового слова c  

длины Nn ⋅= ρ , информационный кадр i  длины k , 

скорость ργρ /)( −=R . 

По известному фрагменту ),( ργH  

полубесконечной проверочной матрицы, построим 
фрагмент порождающей матрицы G и обобщим на 
случай полубесконечной длины. Для получения 
порождающей матрицы алгебраического сверточного 
кода с МППЧ в канонической (систематической) 
форме необходимо используя метод исключения 
Гаусса-Жордана привести проверочную матрицу 

),( ργH  к канонической форме [6, 8, 9] 

 

]|[ knsyst IPH −= , (19) 

 
где Р – матрица размерности kkn ×− )( , а I – 

единичная матрица размерности kn − .  
Тогда порождающая матрица G в канонической 

форме будет иметь вид 
 

]|[ T

ksyst PIG = . (20) 

 
Строки порождающей матрицы ортогональны 

строкам проверочной матрице, поэтому выполняется 
равенство 0=⋅ ТHG  [9]. Порождающая матрица, 
также как и проверочная, полностью задает код. После 
выполнения метода исключения Гаусса-Жордана, 

проверочная матрица systH  не будет разряженной [6], 

в отличие от исходной проверочной матрицы. Поэтому 
и полученная порождающая матрица также не будет 
разряженной.  

 
Метод кодирования алгебраических 

сверточных кодов с МППЧ 
Для полубесконечного случая, порождающая 

матрица алгебраического сверточного регулярного 

),( ργ  - кода с МППЧ будет иметь вид 
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где G – матрица, размерности nk × , вида (22). 
Пустые части матрицы (21) заполнены нулями. В 

случае, если 1=k , то G  будет матрица-строка 
длины n  [2] 
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Если порождающая матрица G имеет 

каноническую форму, как показано в (20), то кодер 

будет систематическим [6]. Тогда первые k  символов 
кодового кадра будут совпадать с символами 
соответствующего информационного кадра [2]. Если 
матрица (22) не соответствует канонической форме, то 
кодер называется несистематическим. 

Пусть информационная последовательность 
несистематического алгебраического сверточного кода 
с МППЧ в виде вектора  
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Кадр кодового слова алгебраического сверточного 
кода с МППЧ образуется в результате умножения 
порождающей матрицы на информационную 

последовательность. Тогда символ 
)( j

tc  j-ой 

передаваемой последовательности, будет определяться 
выражением [2, 4] 

 

,1
)( GiGiGic rttt

j

t ⋅++⋅+⋅= −− L  (24) 

 

где G  - матрица (22).  

В общем виде, операцию кодирования 
алгебраического сверточного кода с МППЧ можно 
представить как [4] 

 

∞⋅= Gic . (25) 

 
Тогда кодовая последовательность 

алгебраического сверточного регулярного ),( ργ  - 

кода с МППЧ имеет вид 

 

),,...,...,...(),...,,( )(

1

)2(

1

)1(

1

)(

1

)2(

1

)1(

1

)(

0

)2(

0

)1(

0110 KKK
n

NNN

nn

N ccccccccccccc −−−− == . (26) 

 
Из выражений (4), (23) и (26) сегмент кодового 

слова алгебраического сверточного регулярного 
),( ργ  - кода с МППЧ длины N – 1 справедливо 

представить 
 

),...,....,...(),...,,( )(

1

)2(

1

)1(

1

)(

1

)2(

1

)1(

1

)(

0

)2(

0

)1(

0110

n

NNN

nn

N ccccccccccccc −−−− == K  (27) 

 
Тогда (26) представим следующим образом: 
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Последовательность символов c является кодовым 

словом алгебраического сверточного кода с МППЧ 
если выполняется следующее равенство [4]:  

 

0=⋅ ∞
ТHс , (29) 

 

где 
ТH∞  – транспонированная полубесконечная 

проверочная матрица алгебраического сверточного 
кода с МППЧ. 

Алгебраические сверточные коды обладают 
свойством линейности,  следовательно, предложенные 
алгебраические сверточные коды с МППЧ также 
линейны [6]. Минимальное кодовое расстояние равно 
минимальному весу его ненулевого кадра кодовой 
последовательности, соответствующей произвольному 
ненулевому информационному кадру [2, 6-8]. При 
этом нижняя граница минимального кодового 
расстояния представлена выражением [5, 7] 

 

1min +≥ γd . (30) 

 
 

Выводы 
В работе предложен метод формирования 

полубесконечной проверочной матрицы 
алгебраических сверточных кодов с МППЧ, в основе 
которого лежит синтез математического аппарата 
теории алгебраического сверточного кодирования и 
математического аппарата теории блокового 
кодирования с МППЧ. 

Данный метод позволяет за фиксированное число 
шагов построить порождающую матрицу 
алгебраических сверточных кодов с МППЧ, которая 
полностью определяет код. 

Формирование полубесконечной проверочной 
матрицы алгебраических сверточных кодов с МППЧ 
определяет минимальное кодовое расстояние, которое 
равно минимальному весу его ненулевого кадра 
кодовой последовательности, соответствующей 
произвольному ненулевому информационному кадру. 
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Волков О.С., Жученко С.С. Метод кодування 
алгебраїчних згорткових кодів з малою щільністю 
перевірок на парність. Запропоновано метод 
кодування алгебраїчних згорткових кодів з малою 
щільністю перевірок на парність. Показано, як 
формується породжуюча матриця алгебраїчних 
згорткових кодів з малою щільністю перевірок на 
парність. 
Ключові слова: згорткові коди, кодування, 
перевірочна матриця, коди з малою щільністю 
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